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HAM sd LUONG GIAC vA PHUDNG TRINH LUDONG GIAC

HAM S0 LUDNG GHC vA
PHUDNG TRINH LUONG GHAC

Nhiéu hién tugng tudn hoan don gién trong thuc 6 duge md
14 bdi nhing haim s6 luong gide. Chuong ndy cung ¢ép nhiing
kién thirc co bén vé cac ham so luong giac va cach giai cac
phuong trinh luong gidc don gian.

Khi hoc chuong ndy hoe sinh ¢dn cha y tinh chét tuén
hoén clia cac ham s6 lugng giac va phuong phap s dung
duémg tron lugng gidc dé tim nghiép cla cac phuong trinh
lugng giac co ban. Ngoai ra, hoc sinh can rén luyén ki
ndng bién di luong gide va ki néng gidi céc dang phuong
trinh lugng giac dugc quy dinh trong chuong trinh.
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Q g CAC HAM SO LUONG GIAC

Céc ham s6 luong gidc thuong duwoc ding dé moé ta nhitng hién tuong thay déi
mot cdch tudn hoan hay gap trong thuc ti€én, khoa hoc va ki thuat. Trong bai
nay, ta tim hi€u c4c hAm s6 lwong gidc y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx.

1. Cac ham s6 y = sinx va y = cosx

H1| Trén hinh 1.1, hdy chi'ra cac doan thang co

e - A 2 - -9 - - JTE
dé dai dai s6 bang sin.x, bang cos x . Tinh sin—,

2
COoS [— %J . COS2T .

a) Pinh nghia A

Quy tac dat tuong (ing moéi sé
thire x v&i sin ciia géc luong
gidc ¢6 s6 do radian bang x
duoc goi 12 ham s6 sin, ki hiéu

Hinh 1.1

la y=sinx.

Quy tac dat tuong tng moi s6 thue x véi cosin cna géc luong
gidc c6 s6 do radian bang x duge goi 14 ham s6 cosin, ki hiéu 14
y = COSX.

Tap xdc dinh ctia cdc hAm s6 y = sinx, y = cosx 1a R. Do d6 cic ham s6 sin

va cosin duoce viét 1a
sin: R > R cos:R—> R
X — sinx X — COSX.
Nhdn xét

Ham s6 y = sinx 1a moét ham sé 1€ vi sin(—x) = —sinx v&i moi x thude R.

H2| Tai sao co thé khdng dinh ham sé y = cos x la mét ham s6 chan ?

b) Tinh chat tuan hoan cua cic ham s6 y = sinx va y = cos x
Ta di biét, véi mbi s6 nguyén k, s6 k2n thoa min

sin(x + k2m) = sin.x v61 moi x.
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Newoc lai, ¢é thé chitng minh rang s6 T sao cho

sin(x + 7' ) = sinx v&i moi x
phai cé dang T = k2, k 1a mot s6 nguyén.
R& rang, trong cac s6 dang k2m (k € Z), s6 dwrong nho nhat 1a 27,
Viay doéi véi ham s6 y = sinx , s6 T = 27 1a s6 dirong nho nhét thoa méan

sin(x + 7) = sinx v&i moi x.

Ham s6 y = cosx ciing ¢6 tinh chit tirong tr.
Ta néi hai ham s6 dé 1a nhitng ham s6 tudan hoan véi chu ki 2.
Tt tinh chat tudn hoan v&i chu ki 27, ta thdy khi biét gia tri cAc ham s6
v=sinx vay=cosx trén mot doan cé d6 dai 2n (chang han doan [0 ; 2n] hay
doan [-7 ; m]) thi ta tinh dwoc gid tri cta ching tai moi x. (Cit méi khi bién sé
dirge cong thém 27 thi gid tri ctia cdc ham s6 do6 lai trd vé nhur cii ; diéu nay
giai thich tir "tu4an hoan").

¢) Su bién thién va do thi cua ham sé y = sinx

Do ham s6 y = sinx 12 him s6 tuan hoan v&i chu ki 2w nén ta chi cin khao st
him s6 dé trén mot doan cé do dai 2w, chang han trén doan [-7 ; 1].

e Chiéu bién thién (xem cac hinh 1.2, 1.3, 1.4)

Cho x = (OA, OM) tang tir —mt dén 7, titc 1a cho M chay trén dudng tron lrong
gidc theo chiéu dirong mot vong xuét phat tir A’ vA quan sit sur thay déi cla
diém K (K 14 hinh chiéu ctia M trén truc sin, OK = siny), ta thay :

o
2
theo chiéu duong tir A’ dén B va diém K chay doc truc sin tit O dén B'. Do d6

OK, titc 13 sin.x, gidam tir 0 dén —1 (h. 1.2).
&

d

N

— Khi x tang tir —m d&€n —— thi di€ém M chay trén dudng tron luwong gidc

Hinh | .2 Hinh 1.3
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; . mn P |t £ . . " -
— Khi x tang tir X dén 5 thi di€m M chay trén dudng tron luong gidce

theo chiéu dwong tir B’ dé€n B v di€ém K chay doc truc sin tir B’ dén B. Do dé
OK, titc 13 siny, tang tir —1 dén 1 (h. 1.3).

. T 5 T[ r = « 7
— Khi x tang tir — dén 7 thi diém M chay
2 M o
trén dudng tron luong gidc theo chiéu ?/ :+
|
dwong tir B dén A’ va diém K chay doc truc N .
: — A’ 0 A
sintir B dén O. Do d6 OK, tic la sinx,
giam tir 1 dén 0 (h. 1.4).
Vay ta c6 bang bién thién cua ham sé B’
y=sinx trén doan [-7 ; ] nhur sau : Hinh 14
i i
X — —— 0 _ i\
2 2

1
== el 0 O/ \O
y \_1 7

® Do thi

— Khi v& d6 thi ctia him s6 y = sinx trén doan [-7 ; m], ta nén dé ¥ ring :
Ham s6 y = sinx la moét ham s6 1é, do d6é dé thi cua né nhin gbéc toa do
lam tAm d6i xing. Vi vay, dau tién ta vé d6 thi cia ham s6 y = sinxtrén

doan [0 ; m].

Trén doan [0 ; n], d6 thi cta hdim s6 y = sinx (h. 1.5) di qua cdc di€ém cé toa

dé (x ; y) trong bang sau :

1 T ! m T 2m 3n 5T
A 0 —_— —_— = —_— — —— :HEE T
§) 4 3 2 3 4 6
y=sinx | 0 L Q ﬁ l £ Q gt 0
2 2 2 2 2 2
(~ 0,71) (~0,87) (~ 0,87) (~0,71)
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6

Hinh [ 5

Phan do6 thi cia ham s6 y = sinx trén doan [0 ; ] cung véi hinh d6i xitng cta
né qua gbéc O 1ap thanh do6 thi ctia ham s6 y = sinx trén doan [-n ; ©] (h.1.6).

— Tinh ti€n phan d6 thi vira v& sang trdi, sang phai nhitng doan cé do dai 2m,
4w, 6m,... thi dwoc toan bd d6 thi ham s6 y = sinx. D6 thi d6 duoc goi 12 mot
dirong hinh sin (h. 1.6).

Hinh [ 6
Nhan xét
1) Khi x thay d6i, him s6 y = sinx nhin moi gid tri thuée doan [-1 ; 1]. Ta néi
tdp gid tri cna ham s6 y = sinx la doan [—1 ; 1].
” : ; " 5 2 & m 7 i , 2
2) Ham s6 y = sinx doéng bién trén khoang (—5 4 j] Tir do, do tinh chat
tuAn hodn véi chu ki 2m, him s6 y =sinx déng bién trén moi khoang

i
—£+k2ﬂ;3+k2'n],kez.
| B )

H3| H6i khang dinh sau day co ding khéng ? Vi sao ?

4 B— 3 - x- .
Ham s6 y=sinx nghjch bién trén khoang [g : ?ﬂl va nghjch bién trén moi khoang

[ng k2T ;3?11:4- kEﬂ:}, keZ.
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d) Su bién thién va do thi cua ham s6 y = cos x

Ta c6 thé ti€n hanh khao sit su bién thién va v& dé thi ctia hAim s6 y = cosx
twong tur nhir da 1am déi véi ham s6é y = sinx trén day. Tuy nhién, ta nhan thay

cosx =sin| x + 5 vOi moi x, nén bang cach tinh ti€n do6 thi ham s6 y = sin.x
” ” - W o T[ o . \ o - -~
sang trali mot doan c6 doé dai > ta duwoc d6 thi ham s6 y = cosx (nd cling

duwac goi la moét diwong hinh sin) (h. 1.7).

Hinh 1.7

Can ctr vao do thi cia ham s6 y = cosx, ta lap duge bang bién thién ctlia
ham s6 dé trén doan [-7 ; ©] :

i 1 0 m
1

y = cosx " \

—1

—1

H4| Hay kiém nghiém lai bang bién thién trén bang cach quan sat chuyén dong

ctia diém H trén truc césin, trong do H la hinh chiéu ctia diém M trén truc césin, khi
diém M chay trén dudng tron luong giac theo chiéu duong mot vong xuét phat tor
diém A’ (h. 1.8).

4
) ) B
Nhdn xét
1) Khi x thay d6i, hAm s6 y = cosx nhan
moil gia tri thuéc doan [-1 ; 1]. Ta nbi rap H 0 "
> T
gid tri cua hAm s6é y = cos.x la doan [-1 ; 1]. g : x
|
2) Do ham s6 y = cos.x 1a ham s6 chan nén |
d6 thi cia ham s6 y = cos.x nhin truc tung M 3=
l[am truc déi ximg.
Hinh 1.8
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3) Ham s6 y = cosx doéng bién trén khoang (—m ; 0). Tir d6 do tinh chat

tudn hoan véi chu ki 2m, ham s6 y = cosv doéng bién trén moi khoang

(—m+ k271 ; k2n), k € Z.

HS| Héi khang dinh sau day cé dung khéng ? Vi sao ?

Ham s6 y = cosx nghjch bién trén khodng (0 ; ) va nghjch bién trén méi khodng
(K2m ; m+ k2m), k e Z.

GHI NHO
Ham s6 y = sinx Ham s6 y = cosx
— Cotap xdcdinh 1a R ; — Cotap xac dinh 1a R ;
—Cotapgiatrila[-1;1]; —Cotapgiatrila[-1;1];
—Lahamso 1é ; — La him s6 chan ;
— La ham s6 tuan hoan véi chu | — La ham s6 tudn hoan véi chu
ki2m ; ki2m ;
— Déng bién trén mo6i khoang | — Poéng bién tén méi khoang
T T ¥ o
[—§+k2ﬂ;§+k2ﬂ] G120 e
J ) va nghich bién trén méi khoang

va nghich bién trén moéi khoang

m 3In (k2m ;m+k2n), k€ Z;

=+ k2N ;=—+k2n |, ke Z;

2 2
— C6 d6 thila mét duong hinh sin. | — C6 d6 thi la mét dudng hinh sin.

2. Cacham so y=tanx va y= cotx
a) Pinh nghia

e A ' \ - ~ T[ ” L)
e V&1 moi s6 thue x ma cosx # 0, tire 1a v # > + kn (k € Z), ta x4c dinh dwoc

s6 thure tanx = - Dat 9, = R\{E + kﬂlk = Z} :

COS X 2
Quy tac dat twong tng mdi s6 x € D, véi s6 thue tanx = z:;:‘
duoce goi 1a ham s6 tang, ki hiéu 1a y = tanwx.
9
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10

Vay ham s6 y = tanx cé thp xdc dinh 4 4
truc cotang |B S
fDl - ta viét
%
tan: D, -> R
% e
’ A
X > tanx, A .
e Véi moi s6 thue x ma sinx # 0, tife 13 %ﬂ
; ; B
x# kmn (k € Z), ta xac dinh duoc s6 thuc E
COS X
cotx = ——. DatD, =R\ { kn|k € Z} . Hinh 1.9
sin x
5z g s g o COS X
Quy tac dat twong itng mdi s6 x € D, véi s6 thire cotx = —
sin x

duoc goi 1a ham s6 cotang, ki hiéu 12 y = cot.x.
Vay hams6 y = cotx c6 tap xdc dinh 12 D, ; ta viét
cot: 4, > R

X — cotx.

Trén hinh 1.9 ta c6 (OA, OM) = x, tanx = E cotx = BS.

Nhan xét

S

1) Him s6 y = tanx 12 moét ham sé' 1€ vi néu x € &, thi —x € 9D, va

tan(—x) = —tanx .

2) Ham s6 y = cotx ciing 12 mét ham sé'lé vi néu x € D, thi —x € D, va

cot(—x) = —cot x.

b) Tinh chat tuan hoan

C6 thé chitng minh rang T = 7 14 s6 duong nho nhAt thod man
tan(x +7 ) = tanx véi mol x € ED,,

va T = 7 ciing 1a s6 duong nho nhét thoa man
cot(x + T ) = cotx véimoix € 92.

Ta n6i cic ham sé y = tanx va y= cotx 1a nhitng ham s6 tudn hoan véi chu ki .
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c¢) Su bién thién va do thi cia ham sé y =tanx

Do tinh chét tudn hoan véi chu ki 7t ctia ham s6 y = tan.x, ta chi cin khao sit
TN~ S-S : T 7

sur bi€én thién va vé do thi cua nd trén khoang ) c D,, réi tinh tién

phin d6 thi vira vé sang trdi, sang phai cdc doan ¢6 do dai m, 2m, 3m,... thi

dwoc toan bo do thi cia ham s6 y =tanx .

o Chiéu biénthién (h. 1.10) : i g

m B

Khi cho x = (OA, OM) tang tir —% dén 5

(khéng ké —% va %) thi di€ém M chay trén

iy & ’ A
dudng tron luwong gidac theo chiéu duong 4 Fgx

tir B dén B (khéng ké B’ va B). Khi d6
diém T thudc truc tang Ar sao cho T
—_— . . B

AT =tanx chay doc theo Ar suét tir dudi

lén trén, nén tanx tang tr —oo dén +o (qua
gid tr1 O khi x = 0). Hinh 1.10

N\

H6| Tai sao co thé khang dinh ham sé y = tanx déng bién trén méi khodng

——+ﬁ:?l:;£+f(‘ﬂ: ke Z?
L 2 2

® Do thi : D6 thi cia ham s6 y = tanx ¢6 dang nhu 6 hinh 1.11.

by

rol
naf
%Y

Hinh .11

11
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12

Nhan xét

1) Khi x thay d6i, hAm s6 y = tanx nh4n moi gi4 tri thue. Ta néi tdp gid tri
cia hAimsé y = tanx 1a R.

2) Viham s6 y = tan.x 14 him s6 1é nén d6 thi ctia né nhan géc toa d6 lam tAm
déi xing.

3) Ham s6 y = tanx khoéng xéc dinh tai x = % +km (k€ Z). V6i mbi k € Z,

3 : : 4 n e
dudng thang vuéng géc véi true hoanh, di qua diém [5 + k7 ; 0] gol la mot

dirong tiem cdn cna do thi ham s6 y = tanx . (Tir "tiém can" c6 nghia 13 ngay

o i ’ =~ i n \ a * . a a e w .
cang gan. Chang han néi dudng thang x = = la mot dudong tiém can cua do thi
him s6 y = tanx nham dién ta tinh chat : di€m M trén d6 thi c6 hoanh d6 cang
il
2
d) Su bién thién va do6 thi cia ham s6 y = cot x

. . 2 (L
gan — thi M cang gan duong thang x = 5 ).

Ham s6 y = cotx xdc dinh tren @, = R\ {kn | k € Z} 12 mot ham s6 tudn hoan
v&i chu ki 7. Ta c6 thé khao st sir bién thién va v& d6 thi ctia né trong tir nhur
da lam doi véi ham s6 y = tan.x.

D6 thi cia ham s6 y = cotx c¢é dang nhw hinh 1.12. Né nhan méi duong thang

vuéng géc véi truc hoanh, di qua diém (kn ; 0), k € Z 1am moét durdng tiém can.
B4

Hinh [.12
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GHI NHO

Ham s6 y = tanx

Ham s6 y = cotx

- C6 tap xac dinh la

D, :R\{%wﬂkez} ;
-CotiapgiatrilaR ;

- Laham s6 1é ;

- 1.4 ham s6 tuan hoan véi chu ki ;

- Péng bién trén moi khoang

[“ ],kez;

T
——+ kT ;—+ kT
2 2
- C6 d6 thi nhan méi dudng

thang x = ;Jr kn (ke Z) lam

mot duong tiém can.

- C6 tap xac dinh la

D, =R\ {kn |k € Z} ;
-Cotap giatrila R ;

-LA hamso 1é ;

-Lahamsé tuAn hoan véichu ki 7 ;

- Nghich bién trén méi khoang

(km:m+kn), ke Z;

- C6 d6 thi nhin méi dudng
thzzmg x=km (k € Z) lam mot

duong tiém can.

3. Vé khai niém ham so tuan hoan

Céc ham s6 y = sinx, y = cosx 1a nhitng him s6 tuin hoan véi chu ki 27 ; cac

him s6 y = tan.x, y = cotx la nhitng ham s6 tuan hoan véi chu ki 7.

Mot cich téng quat :

Ham s6 y = fix) x4c dinh trén tap hop @ duoc goi 12 ham s6

tuan hoan néu c¢6 s6 T # 0 sao cho véi moix € D ta cé
x4+T e D x-TeDva fix+T) = fn).

Néu c6 s6 T duong nhd nhit thoa man cdc diéu kién trén thi ham
s6 d6 duge goi 12 mot ham sé tuan hoan véi chu ki 7.

Vi du. Cdc ham s6 y = 2sin 2x (d6

thi & hinh

X

1.13), ham s6 y = sin 5

(d6 thi & hinh 1.14), va ham s6 c6
do6 thi & hinh 1.15 1a nhimg ham sé

tuian hoan.

baitap365.co
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l.)r l}p

s mUaatmus

' y 1 1 -

5452 ~101 234 5 %

Hinh 1.14 Hinh [.15

~n Pm - .- om ~
Cau hoi va bhai tap
1. Timtap xdc dinh ctia méi ham sé sau :

1_ X
a) y= 4f3 — sinx ; b) y= #,Sl :

’1 — 8in X |
C)_}’— m, d)y—tm1[2_r+§].

2. Xét tinh chan - 1é cia moi ham s6 sau :
a).y=-2sinx; b) y=3sinx — 2;
: ; p)
C) y=SInXx — COSX ; d) y=sinxcos x + tan.x.

3. Tim gia tri 16n nhit va gia tri nho nhAt cia moéi him sé sau :

a)y:2cos(ﬂr+%] +3: b)yZ\/l—sin(Iz)_l :

c)y= 45111\/;.

4. Cho cidc ham s6 fix) = sinx, g(x) = cosx, A(x) = tanx va cdc khoang

I—'n-}n !__'n"n I_Sl'n‘33'n I——452“~—601“
I N R T A VIR I R 37 4 )

Hoi ham s6 nao trong ba ham s6 dé déng bién trén khoang J; ? Trén khoang ./, ?

Trén khoang .J5 ? Trén khoang .J, ? (Tra 16i bang cdch 1ap bang).

5. Trong cic khang dinh sau, khang dinh nao ding ? Khang dinh nao sai ? Giai
thich vi sao.

a) Trén moéi khoang ma him s6 y = sinx déng bién thi ham s6 y = cosx
nghich bién.

14
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b) Trén méi khodang ma ham s6 y = sin’x déng bién thi ham s6 y= cos x
nghich bién.
Cho ham s6 y = flx) = 2sin 2x.

a) Chimg minh rang v4i s6 nguyén & tuy v, luén cé flx + km) = fix) véi moi x.

b) Lap bang bién thién ctia ham s6 y = 2sin 2x trén doan [— % : %} :

c) Vé d6 thi cia hAm s6 y = 2sin 2.

/DAO BONG BIEU HOA

Nhiéu hién tudng tur nhién thay déi cé tinh chat tuan hoan (14p di 13p lai sau khoang
thoi gian xac dinh) nhu :

— Chuyén déng ctia cac hanh tinh trong hé mat trdi,

— Chuyén déng clia guéng nudc quay,

— Chuyén déng ctia qua lac déng ho,

— Su bién thién cha cudng do dong dién xoay chiéu,...

Hién tuong tuan hoan don gian nhét la dao déng diéu hoa dudc mé ta béi ham sé
y = Asin(ax + ) + B,

trong d6 A, B, @wva alanhimg hang s6 ; A va wkhac 0. Bé la ham sé tuan hoan véi

chu ki 5 . |A| goi 1a bién d&. D6 thi clia né |a mét dudng hinh sin cé dugc tir do thi

|l

- % o " o # " . m ra aT‘ o]
cua ham sé y = Asinax bang cach tinh tién thich hop (theo vectd ——i rdi theo
@

o R ;s a+ =
vectd Bj , tuc la tinh tién theo vectd ——i + Bj ).
@

Vi du. Mét guéng nudc cé ban kinh 2,5m, ¢6 truc quay & cach mat nudc 2m. quay
déu maoi phut mét vong (h. 1.16). Goi y (mét) la "khoang cach" tir mat nudc dén mot
chiéc gau clia guéng nuéc & thdi diém x (phat) (quy uée rdng y > 0 khi gau & bén

15
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trén mat nudc va y < 0 khi gau & dudi nuéc). Biét rang sau khi khéi déng % phtt thi

chiéc gau d6 & dinh cao nhéat cha guéng nuéc. Tir cac diéu d6 ta suy ra

yE2H2D Siﬂ|:2ﬂ[_¥ o &H ;

D6 thi clla ham sé nay cé dang nhu & hinh 1.17.

4y
45
AN
3..
21
l A B
of o 1,5¥ 258 7
—Q,Sy 2 ’
Hinh 1.16 Hinh 117
Luyen tap
7. Xét tinh chan - 1é cia mdi ham sé sau :
T ,
a)y= cos[hr — I] : b) y = tan ‘.r : c) y=tanx — sin2x.
8. Cho cic ham s6 sau :
a) y= —sin’x : b)y= 3tan’y + | :
. . NE)
C) y=sINXCOSX ; d) y =sinxcosx + —cos2x.

Chitng minh rang méi ham s6 y = fix) d6 déu c6 tinh chat :

fix + km) = fix) véi k € Z, x thudce thp xac dinh cta ham s6 f.
16
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10.

11.

13.

Cho ham s6 y = flx) = Asin(@x + @) (A, @ va a 13 nhitng hang s6 ; A va @
, . . 5 s B X , 2T
khac 0). Chirng minh rang véi méi s6 nguyén k, ta cé f [,r + RE) = fix)

vOl moi x.
Chitng minh rang moi giao diém cia dudng thang xdc dinh bdi phwong trinh

X . g . = . 5 . . - . 5 7 7
y = 3 v6i do thi cua ham s6 y = sinx déu ciach gbc toa d6 moét khoang nho

hon ‘\/E .

Tir d6 thi cia ham s6 y = sinx, hiy suy ra d6é thi ctia cdc ham s6 sau va vé& do

thi ctia cdc ham s6 dé :

a) y=-—sinx ; b)y= |sinx| z c)y= si11|,r|.

. a) Tir d6 thi hdm s6 y = cosx, hiy suy ra d6 thi cia cdc him s6 sau va vé

d6 thi cta cdc ham s6 dé :
i
y=dosxk 12 yzcns[,’—zj.

b) Hoi méi him s6 dé c6 phai 1a him s6 tuan hoan khéng ?

Xét ham s6 y = flx) = cos % :

a) Chimg minh rang véi méi sé nguyén k, fix + k4m) = fix) véi moi x.

b) Lap bang bién thién cua ham s6 y = cos > trén doan [-27 ; 2m].

i~ - . hd - ~ s ~ -'r %, a
c) V& do6 thi cua cac ham s6 y = cosx va y = cos D) trong cung moét hé toa do
vuong géc Oxy.

d) Trong mat phang toa dé Oxy, xét phép bién hinh F bi€én méi diém (x ; y)
thinh di€m (x' ; y') sao cho x' = 2x va y' = y. Chitng minh rang F bi€n d6 thi
ctia ham s6 y = cosx thanh d6 thi cia hAm s6 y = cos -

2

17
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L. AmM THANH

Am thanh dudc tao nén bdi su thay d6i ap suat clia méi frudng vat chat (chat khi,
chat16ng, chait rdn) mét cach tuan hoan theo thdi gian (dao déng tuan hoan) va ducc
lan truyén trong méi trudng dé (séng am thanh).

; ; ; ; ¢ .
Néu dao dong tuan hoan ay cé chu ki T (do bang don vi thdi gian la giay) thi T goi

|4 tan s6 clia dao déng (tic 1a s6 chu ki trong mét gidy) : don vi chia tan sé |a Héc
(Hertz) viét tat la Hz. Am thanh tai ngudi nghe dudc 1a dao déng c6 tan s trong
khodng tir 17-20 Hz dén 20 000 Hz. Dao déng c6 tan sé cao hon 20 000 Hz duoc goi
la siéu am.

Trong am nhac (nghé thuat phéi hdp cac am thanh) ngudi ta thuong ding nhimg nét
nhac dé ghi nhimg am cé tan sé xac dinh. Tan sé dao déng cang I6n thi am cang
cao. Khi ting tan s mot Am 1én gap dbi thi ta ndi cao dd cla am dé dudc tAng thém
mot quang tam. Ngudi ta thudng chia quang tam d6é thanh 12 quang bang nhau, moi
quang goi |a mét ban cung dé do chénh léch cao d6 gitra cac am (xem Sach giao
khoa "Am nhac va mi thuat" I8p 7). Vi hai am cach nhau mét ban cung, i sé cac tan
s8 clia ching bing '4/2 ; véi hai Am cach nhau mét cung (e 1a hai ban cung), fi s6

cac tan s6 clia ching bing (142)% = §2 . & khuéng nhac dusi day cé ghi cac nét
nhac clla mét "am giai" (quéng tam) cting khoang cach cao dd giira hai &m (hg véi
hai nét ké nhau. Am /a clia Am giai d6 c6 tan sé 440 Hz (do d6, chdng han am si ké

d6 c6 tan s6 44082 Hz).
sol la si do

% = s i : | ,_,L
:  —
&) U\/’\/.cz‘ﬁ’mg 1 cung 1 bén cung
1

|
1 cung 1 bdn cung 1 cung

Trong am nhac, ngoai cac am riéng & con ¢d hop am
(két hop cac am thanh). Nha toan hoc Phap Phu-ri-é
(Fourier) da chitng minh rang mét ham sé tuan hoan vdi
chu ki T cé thé phan tich thanh "tng" clia mét hiang sé
v6i nhimg ham sé tuan hoan cé @6 thi 1a nhimg dudng

: : ¥, v Al — . =
hinh sin vdi chu ki — (n la sé nguyén duong). Biéu
n

d6 gitp ta hiéu sau hon vé hdp am, hoa am, am boi va

Joseph Fourier . 2
(1768 - 1830) am sac.
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S PHUONG TRINH LUONG GIAC CO BAN

Ta xét bai toan sau :

Mot vé tinh nhdn tao bay quanh Trai
Ddt theo mot quy dao hinh elip
(h. 1.18). Do cao h (tinh king kilémet)
ciia vé tinh so voi bé mdat Trdi Ddt
ditoc xdc dinh bot c¢éng thic

m
h =550 + 450 CDS%f : Hinh 1.18

trong dé t la thoi gian tinh bang phiit ké tir liic vé tinh bay vao quy dao. Ngitoi
ta can thuc hién mot thi nghiém khoa hoc khi vé tinh cdach mdt ddr 250km.
Hay tim cdc thot diém dé c¢é thé thuc hién thi nghiém do.

Bai todn nay dan dén viéc giai phuong trinh

i) i) 2
550 + 450 cos%.f = 250, hay cos%.f ——g-

, o ! 5 2
Néu dat x = %.f thi phuong trinh trén c¢6 dang cosx = — T

Trén thuce t€, c¢6 nhiéu bai todn din dén viéc giai cic phuwong trinh c6 mot
trong cac dang

SINX =M, COSX =M, tanx = mva cotx = m,

trong d6 x 12 4n s6 (x € R) vA m 12 mot s6 cho trude.
D6 1a cac phuong trinh luong giac co ban.

1. Phuong trinh sinx = m

a) D€ 1am vi du, ta xét mot phwong trinh cu thé, chang han
1

SINX=—- |
2 (1)

19
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H1| Tim mét nghiém ciia phuong trinh (1).

S R .nf - m > - -
D¢ tim tit ca cac nghiém cta (1), ta c6 thé R
lam nhtr sau :

Xét dutng tron luong gide gbc A. Trén truc " ]

. - e 1
sin, ta 14y diém K sao cho OK = — . Dudng

2 : >

\ _ . A g A
thang qua K va vubéng géc v4i truc sin cat i
dudng tron luwong gidc tai hai diém M, va M, ; E
hai diém niy d6i xing véi nhau qua truc sin B
(h.1.19). Ta c6

| Hinh 1.19

sin(OA, OM,) = sin(OA, OM,) = OK = o

Dé thay, s6 do (radian) cta céc gée luong gidc (OA, OM,) va (OA, OM,) 1A tit ca

. » - . N a2 2 T[ . -
cac nghiém cua (1). LAy m6t nghiém tuy y cua (1), chang han x = & Khi doé

’ ' 5
cac gbéc (OA, OM;) c6 s6 do — + k2m ; cdc gbéc (OA, OM,) c6 s6 do

6
i
'n—€+k2ﬂ (k e Z). Vay
. 1 | B |
SIN.X = > & = s + k21 hoac x=m- 3 +k2n (k € Z).

Str dung ki hiéu "[" thay cho tir "hoac", ta c6 thé viét lai két qua trén nhu sau :

] r:%Jer'n
siNX = — & (k € Z).
2 oL
K= 'n—EJer'n

b) Gia str m 12 moét s6 di cho. Xét phuong trinh

sin.x =m. (I)
Hién nhién phwong trinh (I) x4c dinh véi moi x € R.
Ta da biét,
Mat khéc, khi x thay déi, sinx nhan moi gi4 tri tir—1 dén | nén phiong trinh (I)

sinx| < 1 véi moi x. Do dé phuwong trinh (I) vé nghiém khi |m| > 1.

luén cé nghiém khi |m| < 1.
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Lam twong tur nhur d6i véi phuong trinh (1), ta c6

Néu o 1a moét nghiém cua phwong trinh (I), nghia 1a sina = m thi

, x=a+ k2n
siny =m < (ke Z). (Ia)
X=m—-a+ k2n

Tanéirang x = @+ k2n vax =7 — a + k2n 1a hai ho nghiém cua phuong
trinh (I).

KE tir day, dé cho gon ta quy wéc rang néu trong mot biéu thitc nghiém cna
phuong trinh lwong gide c¢6 chita k ma khoéng giai thich gi thém thi ta hiéu

rang k nhan moi gid tri thuoée Z. Chang han, x = @ + k271 ¢6 nghia 1a x 14y moi
gia tri thudce tap hop
la, ax2n, at+4dn, a+ 6m, ...}.

Vi du 1. Giai cac phwrong trinh sau :

1) sinx =— g : 2) sinx = %
Giai
(m)_ A
1) Do sm[—gj = "5 nén
x= -2 kom
. 3 _ . [ ‘nj 3
SINY =——— <& sinx = sin| —— | &
2 3 T
X=T—|——= |+ k2n
3
x = —% k2,
b 4
x = ?“ ko,
~ 2 a # o g . 2 -
2) Vi §< ] nén c6 s6 a dé sina = = Do dé
\ 2 . . X =a+ k2m,
SINX = — < sInY = sing &< O
3 X=rme: g 4ok

21
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V2

H2| Giai phuong trinh sin x = h

Trong mat phang toa do, néu vé dé thi (@) cta ham s6 y = sinx va dudng

thang (d) : y = m thi hoanh dé méi giao diém ctia (d) va (G) (n€u cd) 1a mot

nghiém cua phirong trinh sinx = m.

H3| Trén dé thj ham sé y =sinx (h.1.20), hdy chi ra cac diém co6 hoanh dé trong

V2

khoang (0 ; 3T) la nghiém ctia phuong trinh sinx = —-

2

L} L} L] L] ] L] L | | | ) L | : L | F
Z  3n T,on 3% 3n *
= 4 4 4+2'n: 7 +2% 3 +én S5+ An
Hinh 1 20
CHU Y

[) Khim € {0 ;+1}, cong thitc (Ia) c6 thé viét gon nhu sau :

six =1 & x= % + k2m,

. m
sinxy =—1 & x = ) + k2m,

sinxy = <> x==%m.
2) Dé thidy rang v6i m cho truéc ma Iml < 1, phuong trinh
; s i . 3 g T T
sinx = m c6 ding mét nghiém nam trong doan Ak
ta thuong ki hi€u nghiém dé la arcsinm (doc 1a ac-sin m). Khi do

} . Nguoi

x = arcsinm + k2m,

siny = m < _
X =T — arcsinm + k2m.

Vay & vidu 1 ciu 2) 6 thé viét

X = aresin=— + k27
; 2 3 ’
SINY = — &

3 )
K= — arcsmg + k27,
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3) Tir (Ia) ta thiy rang : Néu a va S 1a hai s6 thuce thi sin 8 = sina
khi v chi khi c6 s6 nguyén k dé pB=a+k2n hoac

B=m—-a+k2n,k e Z.

% - G K : m )
Vi du 2. Tim s6 x thoa man phwong trinh sin(2x — 3) = Sm(— il .1'] i

5
Giai
2% — = = —+ x + k2m
. i . [m 5 B
sin| 2x——|=sin| =+ x | &
2 . DX - = =q—|=+x |+ k2m
: X-%= 5"
2 X = -] + k271
X =—+k2m 5
= % — )
i\ i
3x =7+ k2m ¥ g R
= i g
L a1 2T . i 27
Vaycidcs6xcantimla x = ?—l— k2m va x = §+ ﬁ:?,k e Z. O
H4| Giai phuong trinh sin2x = sin x_
2. Phuong trinh cosx = m
Xét phuong trinh
COSX =M, (IT)

trong d6 m 13 mot s6 cho trrée. Hién nhién phuong trinh (II) x4c dinh véi moi

x € R. Dé thay rang : N
: ; s B )
Khi |m | > 1, phwong trinh (II) v6 nghiém. ;'/
Khi | m | £ |, phuong trinh (II) luén cé .\Ml
nghiém. Dé tim tit ca cAdc nghiém cna (II), fryc cosin id b —
o - A’ 7 H /A
trén truc cosin ta 1y di€m H sao cho OH =m. M,
Goi (1) 1a dudng thang di qua H va vudng géc
véi truc césin (h. 1.21). =
Hinh 1.21
23
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Do |m| <1 nén dudng thang (1) cat dudng tron lwong gidce tai hai diém M,

vi M,. Hai diém nay d6i xing v6i nhau qua truc césin (ching trung nhau néu
m= +1). Ta thdy s6 do cua cdc gbéc luwong giic (OA, OM,) va (OA, OM,)

la tAt ca cdc nghiém cua (II). Néu a la s6 do cia moét gbe trong ching,

néi cach khac, n€u a 1a mét nghiém cua (IT) thi cdc géc dé cb cac s6 do la

@+ k2n va —a+ k2n. Vay ta cé

HS

Gial phuong trinh sau : cosx = —

Néu a la mét nghiém ctia phirong trinh (IT), nghia 1a cosa = m thi

X=a+ k2m,
COSX =m < (IIa)
x =—-a + k2m.

V2
!

CHU Y
) Pac biét, khi m € {0 ; £1}, cong thirc (Ila) c¢6 thé viét gon

nhur sau

cosx =1 & x=Kk2m,
cosx =—1 & x =7+ k2n,

T
cosxy =0 < x= 5 + k.

2) Dé thdy rang v6i moi s6 m cho truée ma | m | < 1, phwong trinh
cosx = m ¢6 ding mot nghiém nam trong doan [0 ; m]. Ngudi ta

thuong ki hiéu nghiém doé la arccos m (doc 1a dc-cosin m). Khi dé

X = arccosm + k2m,
COSX =m &

X = —arccosm + k2m.
ma cling thudng dwoc viét 1a x = + arccosm + k2.

3) Tir (ITa) ta thay rang : Néu a va 13 hai s6 thue thi cos f = cosa
khi va chi khi c6 s6 nguyénk dé S = & + k2n hoac B = —a + k2,

k € Z.
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H6| Hay giai phuong trinh cos(2x + 1) = cos(2x — 1) .

3. Phuong trinh tanx = m

Cho m 1a mét s6 tuy y. Xét phrong trinh

tanx = mi. (I1T)
Diéu kién xdc dinh (DKXD) ctia phuong
trinh (III) 1a cosx = 0.

Ta da biét, khi x thay déi, tanx nhin moi
gia tri fir —o0 dén +. Do dé phwong trinh
(IIT) luén c6 nghiém. DE tim tat ca cdc

nghiém cua (III), trén truc tang, ta ldy

diém T sao cho AT =m. Dudng thang OT

cat dudng tron lwong gidc tai hai diém M, 7
vaM, (h. 1.22). Ta co Hinh 1.22

tan(OA, OM,) = tan(OA, OM,) = AT =m.

Goi s6 do cia mot trong cdc goc luong gidc (OA, OM,) va (OA, OM,) 1a «a;
néi cach khac, « la mét nghiém nao dé cua phuwong trinh (III). Khi dé, cac
goc luogng giac (OA, OM ) va (OA, OM,) c6 cac s6 do la a+ kn. D6 1a tit ca

cic nghiém cta phwong trinh (III) (hi€én nhién ching thod min DKXD
cua (III)). Vay ta cé

Néu « 1a mét nghiém cna phuong trinh (IIT), nghia 1a tana = m thi

tanx =m < x = a+ km. (IIa)

Vi du 3. Giai cac phwong trinh sau :

1) tanx =—1; 2) tan% = 3

(riai
1) Vi-I =tan[—%] nén

T
tanxy = -1 & _1'=—E + k.

23
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2) Goi o la mét s6 ma tane = 3. Khi dé

mm§:3¢>§:a+kﬂ¢>x:krhwm

(C6 thé tim dugc mot s6 « thod man tana = 3 bang cich tra bang s6 hoac
diing mAy tinh bo tii. Cu thé 1a a~ 1,249). ]

H7

CHU Y
1) Dé thdy rang véi moi s6 m cho trude, phwrong trinh tanx = m ¢é

» L % 3 T[ T[ % ® %, i
ding mot nghiém nam trong khoang [— 5 : 5] . Nguoi ta thudng ki
hiéu nghiém dé la arctanm (doc la ac-tang m). Khi dé

tanx =m < x = arctanm + kT.

2) Tir (ITIa) ta thay rang : Néu o va B 1a hai s6 thue ma tane, tanf
xdc dinh thi tanf = tana khi va chi khi cé s6 nguyén k dé

pL=a+kn.

Gial phuong trinh tan2x = tan x.

4. Phuong trinh cotx =m

Cho m 1a mét s6 tuy v, xét phuwong trinh

cotx = m. (IV)

DKXD cna phuwrong trinh (IV) 14 sinx # 0. Tuwong tu nhw d6i véi phrrong trinh
tanx = m, ta cod

Néu & la mot nghiém cua phuong trinh (IV), nghia 1a cota = m thi

cotx =m & x=a+ km. (IVa)

Vi du 4. Giai ciac phwong trinh sau :

1

1) cotx =—=; 2)cot3x=1.

Gidi

3 2

i - 1 - . hid ot 7 ,
1) Goi @ la mét s6 ma cota = —3 tire 1a tane = —3 (chang han, bang bang s6

hoac may tinh bo tii, ta tim diroec @~ —1,249). Khi dé

26

1
cotx = _5 &S x=atkn.

baitap365.com



mn mn n mn
2)cot3x=1< cot3vx=cot— < 3x=— +knm © x=— +k—. O
) 4 4 12 3
CHUY
Dé thay rang v&i moi s6 m cho trude, phuong trinh cotx = m ¢d

ding moét nghiém nam trong khoang (0 ; 7). Nguwdi ta thuong ki
hiéu nghiém doé la arccot m (doc la ac-cétang m) Khi dé

cotx =m < x = arccotm + kT.

H8| Giai phuong trinh cot[z'r; 1] - tan%-

5. Mot so6 diéu can luu y

1) Khi di cho s6 m, ta ¢ thé tinh duoc cac gia tri aresinm , arccos m (voi|m|<1),

= - - . o - # . —I 5 .—I
arctanm bang mdy tinh bé tii véi cic phim sin ", cos  va tan = (xem

bai doc thém trang 30).

2) arcsinm , arccosm (vO1 |m | < 1), arctanm va arccotm c¢6 gia tri la nhimg

, , ol g m
sO thuc. Do dé ta viét, chang han arctanl = 1 ma khong viét arctanl =45°.

3) Khi xét cdc phuong trinh lwong gidc ta di coi 4n s6 x 14 s6 do radian cna
cac gbc lwong giac. Trén thue t€, ta con gap nhimg bai todn yéu cau tim sé do
d6 cua cac goc (cung) lwong gidc sao cho sin (cosin, tang hodc cétang) cua

chiing bang s6 m cho truéc chang han sin(x + 20°) = % - Khi giai cac
phurong trinh nay (ma lam dung ngén ngtr, ta van goi la giai cac phwong trinh
lwrong gidc), ta c6 thé 4p dung cic cong thite néu trén va luu ¥ str dung ki hiéu
s6 do do trong "céng thite nghiém" cho théng nhat, chang han viét x = 30° + k360"
chit khéng viét x = 30° + k2.

Tuy nhién, ta quy wéc rang n€u khoéng cé giai thich gi thém hoac trong
phuong trinh luong gidc khong sir dung don vi do géc 1a do thi mac nhién an
s6 12 s6 do radian cta géc lwong giic.

3

Vi du 5. Giai phuong trinh sin(x + 20°) = -

27
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Gidi

¥

Vi = sin60° nén
- 0 ‘Jg . 0 . 0
sin(x + 20) = 5 <> sin(x + 207) = sin60
x+20°% =60° +k360° x = 40° + k360°
— e

x+20°=180°-60° +4k360° x =100 + k360° O

HY| Giai cac phuong trinh sau :

1) cos(3x —~ 15N = —% : 2) tan Sx = tan 25°.

n Pm - - m ~
Cau hoi va bai tap
14. Giai cdc phuong trinh sau :

a) sindx = sin% : b) sin[l ; ﬂ] =- : :

2
c) :c:u:‘.nsi = CDS\E : d) cos| x + Lol 2
2 ’ 18 5

15. a) V& d6 thi ctia ham s6 y = sinx r6i chi ra trén dé thi d6 cdc diém c6 hoanh

d6 thudce khoang (—'n ; 471) 13 nghiém cta méi phuong trinh sau

V3

1) sinx 3 : 2)sinx =1 ;
b) Ciing cau hoi tuwong tur cho ham s6 y = cos x d6i véi moi phuong trinh sau

1) cosx = l : 2)cosx =—1.

2
16. Tim nghiém cua cdc phuong trinh sau trong khoang da cho

: 1 %
a) 311121':—5 volr O<x<m;

V3

b) cos(x— 3) = 5 vol - <X <T.

28
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17. S6 gid ¢6 4nh sdng mat troi cia mot thanh phé A & vi do 40° bac trong ngay
thit  cia mot nam khoéng nhuan dwroe cho boi ham s6
n

d(t)=3 sm[] 5

(r—so)} +12 v6i 1€ Zva0< <365,

a) Thanh ph6é A ¢é diung 12 gid ¢6 4nh sang mat troi vao ngay nao trong nam ?
b) Vao ngay nao trong nam thi thanh phé A ¢6 it gid ¢6 dnh sang mat troi nhat ?

¢) Vao ngay ndo trong nam thi thanh phé A ¢6 nhiéu gio c¢é dnh sing mat

troi nhat ?
18. Giai cac phwrong trinh sau
a) tan3x = tan_?%]I ; b) tan(x — 15%) =5 ;
|
c)tan(2x— 1) = \E ; d) cot2x = cut[— 5] 2
e) cot[% + 20“] = - \/5 ; f) cot3x = tan%T :

- & . > ., - oY o - . - # L - s
19. a) Vé d6 thi cia haim s6 y = tanx roéi chi ra trén dé thi d6 cdc diém cé hoanh

do6 thuoc khoang (- ; m) 12 nghiém ctia méi phuong trinh sau

1) tanx =—1; 2)tanx =0

b) Ciing cau hoi tuong tur cho ham s6 y = cotx va cho méi phuong trinh sau

3

1) cotx = S | 2) cotx = 1.
20. Tim nghiém cua cdc phuong trinh sau trén khoang da cho

a) tan(2x — 15°) =1 véi —180" < x < 90" ;

1
b) cot 3x = —— VOl I <4<,
33 2
A . , T
21. Khi giai phuong trinh tanx = —+/3 , ban Phuong nhan thay —\E s tan(— §J
va viét
i i
tanx = —Jg & tanx = tan[— E] 3 Xi= 5 + km.
29
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30

, 27 v
Ciing phuong trinh do, ban Quyén lay — \/5 = tzu]T nén giai nhu sau :

tan.x =—\/§ & tanx =I:3112?1I o o 2?“ + k.

Theo em, ai giai ding, ai giai sai ?

. Tinh cac gbc cna tam gidc ABC, biét AB = '\E cm, AC = \/5 cm va durdng cao

AH = lem. (Goi v : Xét trrong hop B, € nam khéc phia d6i véi H va trudng
hop B, € nam cung phia d6i véi H ).

;DL‘JNG MAY TiNH BO TUI DE TIM MOT GOC

" KHIBIET MOT GIA TR| LUONG GIAC CUA NO

Cac phim sin ', cos ' va tan ' clia may tinh bd tii CASIO fx - 500MS dugc dung dé
tim s6 do (d6 ho&c radian) ca moét goc khi biét mét trong cac gia tri lwong giac clia
né. Muén thé déi véi may tinh CASIO fx - 500MS ta thuc hién hai budc sau :

Buoc 1. An dinh don vi do goc (d6 hoac radian).

Muén tim sé do dd, ta 4n [MODE [MODE [MODH [I] Luc nay déng trén cling cla
man hinh xuét hién chir nhé [8)

Muén tim sé do radian, ta &n MODE| MODE| MODE| | 2| Ltc nay déng trén cling clia
man hinh xuét hién chirnhé 3.

Budce 2. Tim sé do goc.

Khi biét sin, c6sin hay tang cla goc « can tim bang m, ta 1an luot &n phim [SHIFT], va

mét trong cac phim |sin_', os |, tan !

, réi nhéap gia tri lugng giac m va cudi cung &n

phim [ =] Luc nay, trén man hinh cho két qua 1a sé do clia géc « (46 hay radian tuy
theo budc 1).

CHU Y

1) O ché dé s6 do radian, cac phim sin ', cos | cho két qua (khi [m]| < 1) 13

arcsin m , arccos m : phim tan ' cho két qua Ia arctan m.
P —— S— sos o = s ol . » -
2) O ché d6 s6 do d6, cac phim sin ~ va tan = cho két qua |1a sé do géc atir

~90° dén 90° : phim cos ' cho két qua la s do géc atir 0° dén 180°. Cac
két qua ay duoc hién thi dudi dang sé thap phan, chng han 7,065272931°,
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Vi du 1. Dé tim s6 do dd clia géc akhi biét sina=- 0.5, ta lan Iugt &n

IMODE| [MODE] [MODE| [1] EHIFT kin || -0,5 [=

. e T S e
g ™

Buac 1 Budc 2

Trén man hinh hién két qua -30, nghia la a=-30°.

Vi du 2. D€ tim s6 do d6 cla géc akhi biét sine= 0,123, ta lan luct &n

IMODE] [MODE] [MODE [i] [BHIFT] kin | 0,123 [=

Budce 1 Budc 2
Trén man hinh hién két qua 7.065272931, nghia la a= 7,065272931°. Muén dua két
qua nay vé dang dé-phuat-giay, ta an tiép

SHIFT][*

Trén man hinh hién két qua 773754.98, nghia la a= 7°3'54,98" = 7°3'55".

Vi du 3. D& tim s6 do radian clia géc akhi bigttana= +f3 - 1, ta lan Iuct 4n

MobE| Mobe| Mobg 2] BRFT tan | [ v 3]t DIE

S L i
o g "o

Budc 1 Budce 2

Trén man hinh hién két qua 0.631914312, d6 1a gia tri gan dang clia arctan(y/3 — 1).

Luyen tap

23. Tim tap xdc dinh cta moéi ham s6 sau :

| — cosx sin(x — 2)

a) y= = b)y=—— :
" 2sink+ 2 ©  cos2x — cosx
tany l
c) y= ————; d) y=— :

| + tanx \Ecotlr 11

24. Gia sir mo6t con tau vii tru duoc phéng lén tir miii Ca-na-vo-ran (Canaveral)
& Mi. N6 chuyén dong theo moét quy dao duoc mo ta trén mot ban dé phang
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(quanh duong xich dao) cua mat dat
nhir hinh 1.23 : diém M mé ta cho
con tau, duwdng thang A mé ta cho
duwong xich dao. Khoang cach h
(kilémet) tir M d€n A duoc tinh theo

cong thirec h = |d|, trong dé

i
d = 4000 cos[—(r — 10)} :
45 Hinh 123
véi t (phiit) 14 thai gian troi qua ké tir khi con thu di vao quy dao, d > 0 néu M
& phia trén A, d < 0 néu M & phia dudi A.
a) Gia thiét rang con tau di vio quy dao ngay tir khi phéng lén tai miii Ca-na-vo-ran
(tite 13 tmg véi t = 0). Hay tinh khodng céch tir diém C dén dudng thang A, trong
dé C 1a diém trén ban d6 biéu dién cho miii Ca-na-vo-ran.

b) Tim thoi diém sém nhéit sau khi con thu di vio quy dao dé cé d = 2000.

c¢) Tim thoi di€ém sém nhat sau khi con thu di vao quy dao dé c6 d = —-1236.
(Tinh chinh xac cac két qua dén hang phan nghin).

25. Mot chi€c guéng nude cé dang hinh tron ban
kinh 2,5m ; truc cta né dat cich mat nude
2m (h. 1.24). Khi guéng quay déu, khoang
cdach h (mét) tir mot chi€c gau gan tai di€ém A
ctiia gudng dén mat nude duoc tinh theo coéng
thirc h =1 vl, trong dé

y=2+2,5sm {211 [I = &H Hinh 1.24

vGi x 1a thoi gian quay clia gudng (x = 0), tinh bang phiit ; ta quy uSe rang y > 0
khi gau ¢ bén trén mat nude va y < 0 khi gau & dudi nude (xem bai doc thém
vé dao dong diéu hoa trang 15). Hoi :

a) Khi nao thi chi€c gau & vi tri thip nhait ?
b) Khi nao thi chi€c giau & vi tri cao nhat ?
c) Chiéc gau cach mat nurée 2m lan dau tién khi nao ?
26. Dung cong thirc bi€n déi téng thanh tich, gidi cidc phwong trinh sau :

a) cos 3y = sin2x ; b) sin(x — 120%) — cos 2x = 0.
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MOT sO DANG PHUONG TRINH
 LUONG GIAC PON GIAN

1. Phuong trinh bac nhat va bac hai doi v6i mot ham so luong giac
Trong muc nay, ta xét cac phuong trinh cé6 dang nhu : \E tan2x + 3=0

(phwong trinh bic nhit d6i véi tan2x), hay 2sin®x + Ssinx—3=0
(phuong trinh bac hai d6éi véi sinx ), ... .

Dé giai cdac phiwong trinh dang nay, ta chon mét biéu thitc liwong gidc thich
hop c¢é mdt trong phitong trinh lam dn phu va quy vé phuong trinh bdc nhat
hodc bdc hai déi véi an phu dé (cé thé néu hodc khéong néu ki hiéu an phu).

a) Phuong trinh bac nhat do6i v6i mot ham sé6 luong giic
Vi du 1. Giai cac phwong trinh sau :
1) \/gtan2x+3=0; 2) cos(x + 30°) + 2cos”15° = 1.
Giai
1) \Etanlr +3=0«< tan2x = —% <> tan2x = —\E £5 180 28 — tan[—%]
< Zr:—% +ikn & r:—% +k%.
2) Dé Y ring : 1 — 2co0s’15° = — c0s30° = cos150°, ta cé
cos(x + 30°) + 2cos’15° = 1 & cos(x + 30°) = 1 — 2cos? 15°
x 4+ 30° =150° + k360°
x + 30° =—150° + k360°

<> cos(x + 30°) = cos150° <

x =120° + k360°
—
x =—180° + k360°.
Vay phuong trinh dd cho ¢6 cdc nghiém 1a x=120° + k360° va
x=-180° + k360° (rieng ho nghiém thit hai ciing cé6 thé viét 1a
x =180° + k3607). O
33
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b) Phuong trinh bac hai d6i véi mot ham s6 luong giac

Vi du 2. Giai cac phirong trinh sau :

1) 2sin’y + Ssinx — 3 =0 : 2) cot?3x — cot3x — 2 =0.

Gidi

) Dat sinx = ¢ (véi | t| < 1), ta duge phurong trinh 2 +5t— 3 =0. Phurong
1

trinh nay c6 hainghiém la¢; =-3vat, = 5 trong do ¢, bi loai do khoéng thoa

man diéu kién || < 1. Do dé

oo : . 1
Dsin’y + Ssinx —3=0 < sinxy = 3
X ==+ k2,
. . T 6
< siny =sin— &
6 S5
Y = —+ k2n
A 6
A 1 = % i T " 5
Vay phurong trinh da cho c6 cac nghiém x = 5 + k21 va x = R + k2m.

2) Dat cot3x = ¢, ta c6 phuwong trinh £ o gl 2l Phurong trinh nay cé hai

nghiémla t=-1var=2.Dodb

5 cot3x =—1,
cot"' 3x—cot3x -2 =0 &

GOtk =4,
[ mom
3n Y= —+ ke
3x=—+km

N & ‘ll 3

3x = arccot 2+ k7 Y = —arccot 2+ k% .
Vay phuong trinh da cho ¢6 cac nghiém la

1
,T:%-Fk% va x:§arcc0t2+k%- [

H1| Giai phuong trinh 4cosx — 2(1 X2 )Cns_r +2 =0

Vi du 3. Giai phurong trinh 2cos 2x + 2cosx — \/_ =17,
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Gidi

2cos 2x + 2cosx — \/E =0 & 2(2(:032”1'— 1)+ 2cosx — \/_ =0

2
cosx = —-,
& 4cos’y + 2cosy — (2 + \/5 Y= 0y
1+ ~/5
COS.X = — 5

2 5 m
S OO8 X = T o T L e CDSI g J_rE + k27

{42 [+

vo nghiém vi —
2 : 2

Ny

(phuwong trinh cosx = —

< —1).

a e el -~ - = . S T[
Két luan : Phuong trinh da cho cé cac nghiém la x = J_rE + k27, O

H2| Giai phuong trinh Stanx — 2cotx — 3 = 0 r6i biéu dién cac nghiém trén
duong tron luong giac.

2. Phuong trinh bac nhat doi véi sinx va cosx
Trong muc nay, ching ta s&€ nghién cttu cach giai cac phurong trinh dang
asiny + b cosx = ¢,

trong dé a, b va ¢ 1a nhitng s6 da cho véi a khac 0 hoac b khac 0. Chung dirgce
goi 12 phuong trinh bac nhat dé6i véi sinx va cosx.

H3| Sirdung dng thire sinx +cosy = 2 sin [.r % %] , hay gidi phuong trinh sinx 4+ cosx = 1.

Dé gidi phuong trinh asinx + bcosx = ¢ (a, b khdc 0) ta bién doi biéu thic

asinx + bcosx thanh dang Csin(x + @) hodc dang Ccos(x + %) (C, a, ¥
la nhitng hing s6).

Vi du 4. Giai phuong trinh

\Esiﬂx —gasx =1 (1)
Giai
Ta co

- \E ; | - T LT
\/§SIHX — CO5 X = 2 —SIHY——CO8X | = 2 SN YXCOS—— COS X S5111—
2 2 6 6
, ol
St o —
Slll[l 6]
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I T T
Vv i = il | = gipg—s
ay (1) <:::>5111[ 2 2 <::>5111[r 6] 51116
T 7
X——=—+k2m L m
= 6 g & Jt_BJHQH’ O
T m
XY= —_—= — g k2 x ="+ k27,
_1 e e I

Mot céch téng quét ta c¢6 thé bi€n déi biéu thitc asinx + hcosx = ¢ (ava b

khéc 0) thanh dang Csin(x + @) = ¢ nhu sau :

. ; d . b
asinx + bcosx = 1’(12 i bQ — SN X + COSX
«Jﬂz -+ hz c’.'z + b2

Do
2 2
a b
——— i T = 1._, 4
-\/ a* + b> 1}.:12 + b2 B Pa ; b)
y a ; b
nén diém M véi toa do M Jﬂ2+ p2 Ja2+b2
b T
1 i '
+ , == nam A 0 A
\/az + b? \/a‘z Lip?
trén dudng tron }wgllg giac B
(xem cach dung diém M trong
hinh 1.25). Hinh 1.25
a . , b

Vay cb6 s6 o d€ cos@l = ———e Vi SINg = ——— -
2 2 2 2
1/(1 + b -Ja i

Tiur db ta cod

asinx +hbcosx = 1/{12 + b2 (cos& sinx + sin& cos.x) = a’ + b’ sin(x + &).

Biang cach bién d6i nhur thé, viéc giai phwong trinh asinx + bcosx = ¢ duge
;

cdra vé giai phurong trinh luong gide co ban sin(x + @) = —
a~ +b
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CHUY

7 - > - l‘:I
Néu trong phép bién déi trén, ta chon s6 B dé sin f = —————,
g phep . B B m

b

cos f = —=====thitacé
a’ + b?

asinx +bcosx = Va’ + b’ cos(x — ).

Vi du 5. Giai phuong trinh

2sin3x + /5 cos 3x =—3. (2)
Giai
Ta co
2sin 3x + \/gccus 3x = \/22 -~ (\E)2 {%sin 3x + écos 31‘}
= 3(sin fFsin3.x + cos [ cos3x),
trong dé sinf= 2 va cosfi= ﬁ
3 3
Dodo (2) < 3cos(3x— P =-3 <& cos(3x— f)=-1
&%= - pilin S .r:fg;nm%“. =

H4| Vai gia tri nao cia m thi phuong trinh 2sin3x + 5 cos3x = m ¢6 nghiém ?

Phuong trinh thuan nhat bac hai déi véi sinx va cosx
Trong muc nay, ching ta s€ nghién ctru cach giai phirong trinh dang
(ISiﬂzI + b sinx cosx + ¢ 0032,1' = [,
trong d6 a, b va ¢ 1a nhitng s6 da cho, v6i a # 0 hoac b # 0 hoac ¢ # 0. Chiing
diroe goi 1a phuong trinh thuan nhat bac hai déi véi sinx va cosx.
Dé gidai phuong trinh dang nay, ta chia hai vé cho cos’x (vdi diéu kién

A7 - . Ak #o. e . " At ' 2
cosx # 0) dé dua vé phiwong trinh déi vor tanx , hodc chia hai vé cho sin” x

(véi diéu kién sinx # 0) dé dua vé phuong trinh doéi véi cotx .
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Vi du 6. Giai phuong trinh

4sin’y — Ssinx cosx — 6¢os>x = 0. (3)
Gidi
Khi cosx = 0 thi sinx = +1 nén dé thay c4c gid tri cia x ma cosx = 0 khong
phai la nghiém cua (3).

Vay chia hai v&€ ctia (3) cho cosgx, ta duoc phuong trinh twong duong

A sinjr B Ssinx _6=0
— - COS X
Do do
tanx = 2,
(3) < Atan’y — Stanx — 6 =0 < 3
tanxy = ——
A
[ x = arctan?2 + km
< 3
ik = arctan[——) + k.
I 4
Viy cdc nghiém ctia phwong trinh (3) 1a
3
X =arctan?2 + km va x = arctan (— 1} + km. ]

H5| Gigi phuong tiinh (3) bang céch chia hai v& cho sin’x

Nhdn xét
1) Phuong trinh asin’x + bsinxcosx + ccos’x = 0 khi a=0 hodac ¢ =0
c6 thé duoc giai gon hon bang cich dua vé phrong trinh tich. Chang han, déi
vOi phuong trinh \/f’;sinz x —sinxcosx =0, tacd

\Esin2 x —sinxcosx =0 < siﬂ.r(s/gsinx — cosx) = 0.
2) D61 véi phuong trinh

s i ” 2, 2 2 2
asinx + bsinx cosx +ccosx=d(a.b,c,de R,a+b +c#0) (4)

ta c6 thé quy vé giai phrong trinh thuan nhat bac hai d6i véi sinx va cos.x

bang cich viét d dudi dang d = d(siﬂzx + cos’ X ;
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2 = E. S g 2 5
Chang han, d6i véi phuong trinh 2sin”x — Ssinx cosx — cos’x = —2, ta c6 thé
lam nhir sau :

Dsin’x — Ssinx cos.x — cos’x =2
v e e ) 2 e B R
<> 2sin“x — 3sinxcosx — cos x =—2 (sin"x + cos™x)
g . 2
< 4sin"x — Ssinxcosx + cos x =0.
Ngoai ra ta cling cé thé quy phwong trinh (4) vé phuong trinh bac nhait d6i véi
sin2x va cos2x bang céch sir dung céc cong thire ha bic va céng thite nhan déi :
i i 2 : :
2sinx=1-cos2x, 2cos’x=1+cos2x, 2Z2sinxcosx =sinZx
Chang han,

v . 2
2sIn x — Ssinxycosx — cos x =—2

<> (1 - cos2x) — % sin2x — % (1+ cos2x)=-2

< 3cos 2x + Ssin2x = 5.

H6| Giai phuong trinh sin’y — 3 sinxcos x + 2cos’x = 1 bdng hai cach da néu trén.

4. Mot so vi du khac

Thue t€, ching ta con gap nhiéu phuong trinh lvong gidc ma khi giai cin
phai thue hién cdc phép bi€n déi luwong gide thich hop dé dwa ching vé cac
phuong trinh dang quen thudc. Trong muc nay, chiing ta chi néu moét sé vi du
don gian.
Vi du 7. Giai phwong trinh

sin 2x sin Sx = sin3x sin4x. (4)
Gidi

Str dung cong thite bién déi tich thanh téng, ta cé

4) < %(CDSBI— cos/x) = %(cosx —C08 7X)
o=l
< cos3x=cosx & x=1tx+i2n & . p,
X=k—-
2

il
2

nt * n (L > 4 *n " - 2 ”e
thdy ho nghiém x = ki bao gobm ca ho nghiém x =km nén cd thé ndi

Két ludn : Phuong trinh da cho ¢6 cdc nghiém 1a x =knm va x = k—=- (Dé
phuong trinh (4) c6 cac nghiém la x = k% g, O
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Vi du 8. D€ giai phurong trinh

31112,1' + si1123r =28 11122.1‘, (5)
ta ¢6 thé sir dung cong thitc ha bac va cong thitc bién doi téng thanh tich.
Cu thé ta c6

l —cos2x 1- cosbx

(5) < 5 + 5 =1 — cos4dx
< cos 2y + cosbx = 2cosdy <& 2cosdx cos 2y — 2cosdx =0
<> 2cosdx(cos2x—1) =0, (6)

H7| Giai tiép phuong trinh (6) réi két luén vé nghiém cta phuong trinh (5).

Chi v rang khi gidi phuong trinh lwong gidc, ta cin luu v d€n diéu kién xdc
dinh cta né dé loai bd cdc nghiém ngoai lai.

Vi du 9. Giai phuong trinh tan 3x = tan x.
Giai
Véi diéu kién cos 3x # 0 va cosx # 0, ta c6

T
tan3x =tanx < 3x=x+kn & x= kE .

Pé 12 nghiém clia phwong trinh da cho, cdc
T[ » =, 9. @ ~ # A l
5 cua xcon phai thoa man cac diéu B

kién cos 3x # 0 va cosx # 0. Dé ki€m tra cdc Y
diéu kién nay, ta c6é thé 1am nhu sau : Cic

gia tri k

gla trix = k% goém c6 bén ho (h. 1.26) : A g

(A) :x =k2n (ing véi diém A ) ;

(B): x = = + k21 (itng v6i di€ém B) ;

2 B
(AN :x=7+k2n (img v6i di€m A") ;
il
9
Bang cach thir true ti€p, dé thdy cdc ho (A) va (A') thod man, con (B) va

Hinh 1.26

(B : x=— — +k2n (iing v6i di€ém B').

(B') khéng thoa man cdc diéu kién cos3x # 0 va cosx # 0. Vay phuong trinh
tan 3x = tanx c6 cdc nghiém 12 x = 1 + k27 vA x = k271 (hay con c6 thé viét
gon la x = km). O

H8| Giai phuong tinh cot 2x = cot[_r " gj
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Cau hoi va bai tap

27. Giai cdc phuwong trinh sau :
a)ZCsz—\/_zﬂ; b)ﬁtm13x—3:0;
¢) (sinx + 1)(2cos2x— 2 ) =0.
28. Giai cdc phrong trinh sau :
a) QCDSZX —3cosx +1=0; b) cosz_r +smx +1=0:
c) \Etanzx— (1 +s/§)tan,r +1=0.
>

29. Giai cidc phuong trinh sau trén khoang da cho réi ding bang s6 hoac may tinh
boé tii dé tinh gin ding nghiém cta ching (tinh chinh xic dén hing phan
tram) :

a) 3cos 2x + 10sinx + 1 =0 trén [— L. E] ;

2.2
) m
b) 4cos 2x + 3 = 0 trén (0;5) ;

c) cot’y — 3cotx —10 = 0 trén (0;m);

X nT
d) 5—3t3113,1—0trﬁ‘:11[ z 6]'

30. Giai cac phurong trinh sau :
a) 3cosx +4sinx =-5;
b) 2sin 2x — 2cos 2x = \/5 -
c) Ssin2x — 6cos’y = 13,

31. M6t vat nang treo bdi moét chi€e 16 xo,
chuyén déng lén xudéng qua vi tri cAn bang
(h. 1.27). Khoang cach h tir vat d6 dén vi
tri can bang & thoi diém ¢ gidy duoc tinh
theo cong thirc 4 =1 d | trong dé b

Vittcanblng & "

-,

d = 5sin 61 — 4cos 61, ‘
Hinh 1.27
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34.

33.

36.

47

v6i d duoc tinh bang xentimet, ta quy wde rang d > 0 khi vat & phia trén vi tri

cin bang, d < 0 khi vat & phia duéi vi tri can bang. Hoi :

> 5, " s 7 \ "y ~ " . P . . ’ " pos
a) O vao thoi diém nao trong 1 gidy dau tién, vat o vi tri cAn bang ?

2 ~ n = . \. L ~ o A 7 . ’ ” = at
b) O vao thoi diém nao trong 1 gidy diu tién, vat & xa vi tri cAn bang nhAt ?

1

(Tinh chinh xac dén 100 giay).

. Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nhod nhit cia moi biéu thife sau :

a) asinx + bcosx (a va bla hang s6, a+ b 0) ;

s i3 ; 2
b) sin"x + sinxcosx + 3cos’x ;

c) Asin’x + Bsinx cosx + Ccos’x (A, B va C 12 hang s6).

. Giai cac phrong trinh sau :

a) 2311121' + 3\/55111,1' COSX — (:032,1' =l

b) 3sin’y + 4dsin 2x + (8\5— 9)c032x =i

c) sin’x + sin2x — 2cos’y = 3

Str dung cong thitc bi€n d6éi téng thanh tich hoac tich thinh téng dé giai céc

phuong trinh sau :

a) cosx cosdx =cos 2x cosdx ;

c) sin2x + sin4dx = sin 6x ;

1

b) cos Sx sin4x = cos 3x sin 2x ;

d) sinx + sin2x = cosx + cos 2x.

Duing cong thitc ha bac dé giai cac phwrong trinh sau :

5 2 s i i B
a) sin 4x + sin 3x =sin 2v + sin'x

b) cos’x + cos 2x + cos 3x + cosAx = 2.

Giai cac phurong trinh sau :

a) tan Y = tan x
2 - E

b) tan(2x + 10°) + cotx = 0;

c) (I —tanx )(1 +sin2x) =1 +tanx ; d) tanx + tan 2y = sin3x cosx ;

e) tanx + cot 2x = 2cotdx.
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/BAT PHUONG TRINH LUONG GIAC

e Trudc hét, ta xét bai toan sau :

Hang ngay, muc nudc ctia mot con kénh lén xubng theo thuy triéu. D6 sau h (mét)
ctlia muc nudc trong kénh tinh theo thoi gian t (gid) trong mét ngay (0 <t < 24) cho
bdi céng thirc L~

h = 3003[%+ IJ + 12.

HGi tau 16n c6 thé qua lai trén kénh iy B
frong khoang thoi gian nao ftrong "
ngay, biét rang tau I6n chi co thé di
dudc qua kénh khi do sau cia nudc
latrén 11 mét ?

P& giai bai toan nay, ta phai tim cac gia tri clia 7 (0 < 7 < 24) thoa man
I
3o %H] 12511, (1)

Nhu vay, ta phai gidi bat phuong trinh (1). P 1a mét bat phuong frinh Iuong giac.

Dé thay (1) tuong duong véi bat phuong frinh cns[%+ 1] > —% : va néu dat

t
X¥i= %Jr 1 thi bat phuong trinh nay cé dang

|
g L 2
COSY = (2)

e N&i chung, viéc giai mot bat phuong trinh luogng giac dudc quy vé giai cac bat
phuong trinh lugng giac ¢ moét trong cac dang

fix) <m, fix) 2m, fix) >m, fix) <m, (3)
trong dé m la mét sé cho trude, fx) la sin, cosy, tanx hodc cotr. Cac bat phuong
trinh nay goi la cac bat phuong trinh lugng giac co ban.

¢ Dua vao tinh chat tuan hoan clia cac ham s6 lugng giac, ta cé thé giai mot bat
phuong trinh luong giac co ban dang (3) theo hai budc sau :

— Bude 1. Tim nghiém cla bat phuong trinh trén mét doan bat ki nao d6, chi can
doan d6 c6 dd dai bang chu ki clla ham s6 y = fix). Buéc nay c6 thé thuc hién bang

cach st dung dé thi hodc dudng tron Iuong giac (xem vi du 1).
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— Bude 2. Mé réng két qua |1én toan truc s6 bang cach tinh ti€n mién nghiém thu
dudc 6 budc 1 sang phai, sang trai nhilg doan cé d6 dai bang bdi nguyén duong
clia chu ki. Budc nay cé thé tién hanh dua vao nhan xétsau :

Cho y = f{x) la ham s& tuan hoan v8i chu ki T. Néu béat phuong trinh fix) < m (hoéc
fix) > m, fix) = m, flx) < m) nghiém ding véi moi x thuéc khodng (a ; b) thi bét
phuong trinh dé ciing nghiém dung véi moi x thuéc mbi khoang (a + kT ; b + kT),
k € 7.

Vi du 1. Giai bat phuong trinh
tanx < 1. (4)

Phuong phap giai nhu sau

Butc 1. Ham sé y = tanx la ham s6 tuan hoan véi chu ki m nén trudc hét ta tim
nghiém ca (4) trén mét doan c6 dd dai , ching han trén doan [—g : g} . Cé hai cach :

Cach 1 (st dung d6 thi). Trén cung moét mat phdng toa do, ta vé dé thi cla ham sé
y = tanx trén doan {_g ; H va duéng thing y = 1 (h. 1.28). Tir d6, dé thay trén

doan &y, bat phuong trinh tanx < 1 c6 nghiém I3

—5 <X < Z (5)

ad |

pala

Hinh 1.28 Hinh .29

Céach 2 (st dung dudng tron Iuong giac). Trén truc tang, chon diém D sao cho AD =1.
Pudng thdng OD cat dudng trén lugng giac tai M, va M, (h. 1.29). D& xac dinh

2
phai truc tung. Dé thay rang nghiém cla bat phuong trinh tanx < | |2 sé do radian
clia cac cung lugng giac (trén nla dudng tron dang xét) cé diém cudi M thudc cung

tron B' AM; . Suy ra —g < xS

nghiém cla bat phuong trinh trén doan {—E : %} ta chi chu y nira dudng tron bén
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Budc 2. Sir dung nhan xét trén, ta suy ra nghiém clia bat phuong trinh tanx <1 1a

e T
—— t+hkn<x < — +kT. O
g, Tored Ng

Vi du 2. Gidi bat phuong trinh (2) :

|
X S e
COS X 3

Giai
Vi ham s6 y = cosx tuan hoan véi chu ki 21 nén 4
trudc hét ta tim nghiém clda (2) trén doan [-7 ; 7].

2 premrm— 1
Trén fruc césin, ta chon diém H sao cho OH = =

Goi M va M, la hai giao diém cla dudng tron luong A’ —% 0
giac véi duong thang di qua H va vuéng goéc vdi
truc césin (h. 1.30). Dé thay rang nghiém cla
bat phuong frinh (2) 14 sé do radian clia cac cung lugng M; Im

giac c6 diém cudi M thuéc cung tron M,AM, . Hinh 1.30

e

Goi @ la s6 do radian cGa cung tron ABM,

1
(0 <ca<mvacosa= -3 . dung may tinh, ta tinh dudc a= 1,911). Khi d6, frén doan

[-7 ; 7], bat phuong trinh (2) cé nghiém la -a< x < a.
Ma réng két qua nay |én toan truc s6, ta dudc tat ca cac nghiém cla (2) 1a

—a+k2n<x < a+k2n (véi o= 1,911). O
Vi du 3. Giai bat phuong trinh

sinx > 0,5.

Giai
Vi ham sé y = sinx tuadn hoan véi chu ki 2m
nén fruéc hét ta tim nghiém cla (6) trén doan
[0 ; 27]. Trén doan ay, bat phuong frinh sinx > 0,5

I ITT 2
c6 nghiem 1a < < x < == (h.1.31). (C6 thé

sr dung mot trong hai cach néu trén dé suy ra
két qua nay). Do dé B

sinxs 0.5e ik i Pndxe Sr ol [
6 6 Hinh 131
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Luyen tap

37. Mua xuan & Héi Lim (tinh Bac Ninh) throng ¢6 tro choi du. Khi nguedi choi

38.

39.

40.

46

du nhiin déu, cay du sé& dira ngudi choi du dao déng qua lai vi tri cAn bang.
Nghién citu tré choi ndy, ngudi ta thdy khoang cich A (tinh bang mét) tir
nguoi choi du dén vi tri can bang (h. 1.32) duoe biéu dién qua thdi gian 7 (f = 0

va duroc tinh bang giay) bdi hé thice h = ld| v6i d = 3cos [%(21’ = 1)} trong do

ta quy wde rang d > 0 khi vi tri can bang & vé phia sau lung ngudi choi du va
d < 0O trong truong hop trai lai.

Hinh [ .32

a) Tim céc thdi diém trong vong 2 gidy diu tién ma ngudi choi du & xa vi tri
cAn bang nhat.

b) Tim c4c thdi diém trong vong 2 gidy ddu tién ma ngudi choi du cich vi tri

cin bang 2 mét (tinh chinh x4c dén ﬁ gidy).

Giail cdc phwrong trinh sau :

a) cos2x — 3sin’x = 0 : b) (tanx + rn:)‘mvr)2 — (tanx + cotx) =2 ;
5 i X
c) sinx + smzi =S,

Chitng minh rang céc phuong trinh sau day vé nghiém :
a) sinx — 2cosx =3 ; b) 5sin2x + sinx + cosx +6=0.
Huodng dan b) : Dat sinx + cosx =1,

Tim cédc nghiém cna moi phuong trinh sau trong khoang da cho (khi cin tinh

; g
gan dung thi tinh chinh xdc dén 0 gidy) :
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a) 251112”1'— 3cosx =2, 0°< x <360°:

b) tanx + 2cotx = 3, 180° < x <360°.
41. Giai cac phwong trinh sau :

a) 3511121 —sin2x — cnsz,r =0

b) 3511122_1' — sin2x cos2x — 400522x e 4

c) 2s'u]2x + (3 +«,/§ )sinx cosx + (\E— 1 )coszx =-1.
42. Giai cac phwong trinh sau :

a) sinx + sin2x+ sin3x = cosx + cos 2x + cos 3x ;

b) sinx = \/5 SIn JX — COSX ;

) | N 1 2
c) — = — g
sin2x cosZ2x sindx
: cos2x
d) sinx + cosx = : :
| —sin2x

Cau hadi va hai tap on tap chuong |

43. Trong c4c khang dinh sau, khang dinh nio diing, khang dinh nao sai ?
a) Cic hAm s6 y = sinx, y = cosx cé cling tip xac dinh.
b) Cdc ham s6 y =tanx, y = cotx cd cung tip xac dinh.
c) Cic hAm s6 y = sinx, y = tanx 1a nhitng ham s6 1é.
d) Cac ham s6 y = cosx, y = cotx 1a nhitng ham s6 chan.
e) Cdc ham s6 y = sinx, y = cosx cung nghich bi€n trén khoang (% : 3711] :
f) Ham s6 y = cos x nghich bién trén khoang (-2 ; —m).

g) Trén mbi khoang ma him s6 y = tanx déng bién thi him s6 y = cotx
nghich bién.

44. Xét ham s6 y = flx) = sinmx.

a) Chimg minh rang véi méi sé nguyén chan m ta ¢6 flx + m) = fix) véi moi x.

b) Lap bang bién thién cua ham s6 trén doan [-1 ; 1].
c) V& d6 thi ctia him s6 dé.
45. Dira c4c biéu thite sau vé dang Csin(x + @) :

. n B .
a) sinx + tzm? COS.X ; b) tan7 SINX + COoS.X.
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46.

47.

48.

49.

50.

S1.

48

Giai cac phrrong trinh sau :

: 2 X

a) sin| x — kil I\ cos 2x ; b) tzm(llx 3 45“)&-111 180° — = | =1 ;
3 2

c) cos2x — sin’x = 0 : d) Stanx — 2cotx = 3.

Gial cac phuong trinh sau :
: 1

a) sin 2x + 51112,1' = 3 :

b) 2511123" + 3sin.x cosy + cosz.r =0

2 . : ]
c) sin’ % + siny — 2cos’ % =7

'n\/g—_l

a) Chirng minh rang sin— = -
12 24

b) Giai phuong trinh 2sinx — 2cosx =1 — 3 bang cdch bién doi vé& trai vé
dang Csin(x + a).
c¢) Giai phirong trinh 2sinx — 2cosx = 1 — \/:’: bang cich binh phuong hai vé.

Gial phuong trinh
| + cos2x  sin2x
COS X 1 — cos2x
i 3
., sin” x + cos” x

Cho phuong trinh : = coS2X.

2cosx — sinx

" 4 Tl g , .

a) Chimg minh rang x = 5 + km nghiém ding phrong trinh.

b) Giai phuong trinh bang cdch dat tanx = ¢ (khi x # % + k7).

Bai tip trac nghiém khach guan

Trong cdc bai tir 51 dén 63, hay chon két qua diing trong cdc két qud dd cho.

4

Gi4 tri 16n nhat cia biéu thie sin x + cos? x 12

(A)O; (By i (C)2: (D)%-

1. = 2 # 7 . - . ) 21[ 5
. Gi4 tri bé nhat clia bi€u thitc sinx + sm[x +—| la

3

B

(A)-2; (B) "o () (D) 0.
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83;

4.

S8.

S6.

al.

S8.

59.

60.

61.

63.

Tép gid tri cia hAm s6 y = 2sin2x + 3 1a

(A) [0 1]; (B)[2:3]; (©) [-2;3]; (D) [1;5].
Tap gid tri cia ham s6 y =1 - 2|si11 3.1'| la
A =11 B)[0; 1] (©) [-1:0]; (D) [-153].
GiA tri 16n nhat clia biéu thite y = cos? x — sinx 1A
5
(A) 2, (B)O; (‘C)I’ (D) L.
Tép gid tri cia hAm s6 y = 4cos2x — 3sin2x + 6 1a
(A) [3:10]; (B) [6: 10] ; (O)[-1;13]; (D) [1; 11].
Khi x thay déi trong khoang (%Tﬂ ; j%] thi y = sinx 14y moi gia tri thube
V2 V2 V2
(A) [—;l ; B)| L | (C) | =—=730 | } D) [-1:1].
2 2 2
Khi x thay déi trong nira khoang [—% : %} thi y = cosx ldy moi gia tri thude
| [ 1 [ 1 1
(A) |:§al:| 3 (B) [_51'5] 4 (C) [_535] 5 (D) |:_11§:|

S6 nghiém cua phuong trinh sin (,1' + %] =1 thuéc doan [n ; 27] la

(A) 1 (B)2; (©0; (D) 3.

S6 nghiém ctia phirong trinh sin(?x + %} = —1 thudec doan [0 ; m] la

(A) 1; (B)2; (C)3; (D) 0.

M6t nghiém cta phuong trinh sin’ x+sin’ 2x +sin’3x=2 I3

il il i il

(A) 7= B) % (©) 5 (D) -
. S6 nghiém cua phwong trinh cos[% + %] = 0 thuéc khoang (7 ; 8m) la

(A)1; (B) 3; (©2; (D) 4.

S6 nghiém cua phuong trinh L 0 thu6c doan [27 ; 47] la

cosx + 1
(A)2; (B) 4; (©5; (D) 6.
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TA HOP VvA XAC sudT

Lh
=

TO HOP VA XAC SUAT

Chuong

X0 s6 pign TOAN

lOnl Hlmi I.ﬁ 3 l.om Hlnn ﬁ"l 36

_....,J bt

E """ B

) 5 e st wsﬁm i A BY 56 THU BA

Trong khoa hoc ciing nhu trong cudc sdng, ching fa
thuting phéi xac dinh s6 phén i cia mét t4p hop hodc
phai tinh todn xem kha néng xay ra ctia mét bién cf ngau
nhién |2 bao nhiéu. Cac kién thic vé t6 hop va xéc suft
trong chuong ndy 8 bude ddu gilp ching ta giai duge
mdt sO bai toan don gian thudc loai do.
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A. TO HOP

HAI QUY TAC PEM CO BAN

Bai todn dém s6 phan tir clia mot tAp hop xuét hién kha phé bién trong khoa
hoc ciling nhur trong cudc séng. Néu s6 phin tir cia moét tAp hop khéng nhiéu
thi ta c6 thé d€m truc ti€p duoc s6 phan tir clia né bang cach liét ké. Tuy
nhién, néu s6 phan tir cia moét tap hop rat 16n thi cdch d€m truc tiép 1a khéng
kha thi.

Bai toan mo dau

Mobi ngudi sit dung mang may tinh déu c6 mat khau. Gia sir méi mat khau
g6m 6 ki tu, moi ki tu hodc 12 mot chit s6 (trong 10 chit s6 tir 0 dén 9) hoac 1a
mo6t chit cdi (trong bang 26 chit c4i ti€ng Anh) va mat khau phai c6 it nhat 13
mo6t chit s6. Hoi ¢6 thé lap dugc tit ca bao nhiéu mat khau ?

H1| Hay viét mét mat khdu. Co thé liét ké hét cac mat khdu duoc khéng ? Hay udc
doan thir xem c6 khoang bao nhiéu mat khau ?

Bai niy s& cung cAp cho chiing ta hai quy tic d&m co ban nhd dé cé thé tinh
chinh xdc s6 phan tir cia mot tip hop ma khoéng can d€m truc ti€p.

1. Quy tac cong

Vi du 1. Mét truong THPT duoe cir mot hoc sinh di du trai hé toan quéc.
Nha truong quyét dinh chon mét hoc sinh tién ti€n trong 16p 11A hoac 16p
12B. Héi nha trudng c¢é bao nhiéu cidch chon, néu biét rang 16p 11A cé 31
hoc sinh tién tién va 16p 12B ¢é 22 hoc sinh tién ti€n ?

Giai

Nha truong c6 hai phuong 4n chon. Phuong 4n thit nhat 14 chon mét hoc sinh
tién ti€n cna 16p 11A, phuong 4n nay c6 31 cdch chon. Phirong an thit hai 1a
chon mét hoc sinh tién ti€n ctua 16p 12B, phuwong an hai nay c¢6 22 cach chon.
Vay nha trudng cé ca thay

31 + 22 =53 céach chon. O
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Ta c6 quy tac d€m sau day goi 1 quy tac cong.

Gia str moét cong viée c6 thé duoe thue hién theo phuong 4n A
hoac phuong an B. Cé n cach thuc hién phuong an A va m cach
thire hién phuong 4n B. Khi d6 cong viéc c¢é thé duoc thue hién
b&i n + m cach.

Quy tac cong cho cong viée véi nhiéu phuong 4n duoc phat bi€u nhur sau :

Gia sit mot cong viee c6 thé duoc thue hién theo mot trong
k phuong an Ay, A,, .... Ay . C6 n; cach thuc hién phuong an A, ,

n, cach thuc hién phuong an A, ... va n, cach thuc hién
phuong 4n A, . Khi d6 céng viéc c6 thé duge thuc hién boi

Mys=Mg & voncbeily cach.

Vi du 2. Gia sir tir tinh A dén tinh B c6 thé di bang cdc phuong tién : 6 t6,
tau hoa, tau thuy hoac mady bay. Méi ngay c6 10 chuyén 6 t6, 5 chuyén
tau hoa, 3 chuyén tau thuy va 2 chuyén mdy bay. Theo quy tac cong, ta co
10 + 5 + 3+ 2 =20 sulua chon dé di tir tinh A dén B. O

H2| Trong mét cudc thi tim hiéu vé dat nudc Viét Nam, ban t6 chire céng bé danh

sach cac dé tai bao gém - 8 dé tai vé lich sir, 7 dé tai vé thién nhién, 10 dé tai vé con
nguoi va 6 dé tai vé van hoa. Méi thi sinh dudc quyén chon moét dé tai. Héi méi thi
sinh ¢6 bao nhiéu kha nang lua chon dé tai ?

CHUY
S6 phan tir cua tip hop hitu han X duoc ki hiéu l1a |X| (hoac n(X)).
Quy tac cong co thé duwoc phat biéu duéi dang sau :

Néu A va B 1a hai tip hop hitu han khéng giao nhau thi s6 phin tir
ctia A U B bang s6 phan tir cia A céng v3i s6 phan tir clia B, tite 1a

lAu B|=|A|+|B|.

2. Quy tac nhan

Vi du 3. An muén qua nhd Binh dé cuing Binh dén choi nhd Cudng. Tir nha
An dén nha Binh cé 4 con duong di, tir nha Binh t6i nha Cudng cé 6 con
dudng di (hinh 2.1). Héi An c6 bao nhiéu cach chon duong di d€n nha Cuong ?

52
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Giai

1N
-;v'v‘ (] q\m}

~wiy,

R e s

Nha Cuong

Hinh 2.1

Vi méi cich di tir nha An dén nha Binh s& cé 6 c4ch di tiép tir nha Binh dén nha
Cudng. Vi c6 4 cach di tit nha An dén Binh nén c6 ca thay 4 . 6 = 24 cach di tir

nha An qua nha Binh dén nha Cudng.

O

Ta c6 quy tac d&€m sau day goi 12 quy tac nhan.

Gia str mét cong viéc nao dé bao géom hai cong doan A va B.
Coéng doan A cé thé 1am theo n cidch. V&i mbi cich thuc hién
cong doan A thi céng doan B c¢6 thé 1am theo m cich. Khi d6
cong viée cé thé thuc hién theo nm cach.

H3

Nhan méi chiéc ghé trong mét héi truong gém hai phan - phan dau la mét chir

cai (trong bang 24 chir cai tiéng Viét), phan thur hai la mét s6 nguyén duong nhé
hon 26. HAi c6 nhiéu nhét bao nhiéu chiéc ghé dudc ghi nhan khac nhau ?

Quy tac nhan cho céng viée véi nhiéu céng doan duoe phat biéu nhi sau :

Gia st mot cong viec nao d6 bao gbm &k cong
doan A, A, ..., A, . Cong doan A, c6 thé thuc hién theo n,

cdch, cong doan A, c6 thé thuc hién theo n, céch, ..., cong
doan A, c6 thé thuc hién theo n, cdch. Khi d6 cong viée c6

thé thuc hién theo nyn,...n; cach.

Vi du 4. Bién s6 xe mdy clia tinh A (néu khéng ké ma s6 tinh) c6 6 ki tu,
trong d6 ki tu & vi tri dau tién 1a moét chit cdi (trong bang 26 chii cai
ti€ng Anh), ki tu & vi tri thit hai 132 mot chit s6 thuoce tap {1, 2, ..., 9}, méi ki tu
& bén vi tri ti€p theo 12 moét chit s6 thuoe tap {0, 1, ..., 9}. Hoi néu chi dung
mo6t ma s6 tinh thi tinh A ¢6 thé 1am duoc nhiéu nhit bao nhiéu bién s6 xe

may khac nhau ?
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34

Giai
Ta c6 26 cich chon chit cdi dé x€p & vi tri dau tién. Tuong tu cé 9 cich chon

chit s6 cho vi tri thit hai va cé 10 cdch chon chit s6 cho méi vi tri trong bén vi
tri con lai. Theo quy tac nhén, ta cé tat ca

26.9.10.10.10 .10 = 2340000 (bién s6 xe). O
Vi du 5. Tro lai bai toan moé dau. Hay tinh xem :

a) C6 bao nhiéu diy gém 6 ki tu, méi ki tur hoac 14 mot chir cai (trong bang 26
chir c4i) hoac 12 mo6t chir s6 (trong 10 chirsé tir 0 dén 9) ?

b) Cé bao nhiéu day gém 6 ki tw néi & cau a) khong phai 1a mat khau ?

c¢) C6 thé l1ap duoc nhiéu nhat bao nhiéu mat khau ?

Gidi

a) Viméi ki tur ¢6 26 + 10 = 36 c4dch chon nén theo quy tac nhén, ta c6 thé lap
dwoc 36° ddy gbém 6 ki trr nhur vay.

b) Diy gém 6 ki tir khéng phai 13 mot mat khau néu tat ca 6 ki tu déu 1a chir
cdi. Vi moi ki tir ¢6 26 cich chon nén theo quy tac nhan, s6 diy géom 6 ki tur

khong phai 12 mot mat khau 1a 265 .

¢) Vay c6 36° — 26°% =1 867 866560 mat khiu. O

Cau haoi va bai tap

Gia sir ban muén mua mét 40 so mi ¢& 39 hoac 40. Ao ¢&39 ¢6 5 mau khic
nhau, 4o ¢& 40 ¢6 4 mau khic nhau. Héi ban ¢é bao nhiéu su lwra chon (vé
mau va cd ao) ?

C6 bao nhiéu s6 tir nhién ¢6 hai chir s6 ma hai chif s6 ctia né déu chan ?

Trong moét truong THPT, khéi 11 ¢6 280 hoc sinh nam va 325 hoc sinh nir.

a) Nha truong can chon mét hoc sinh & khéi 11 di du da héi cia hoc sinh
thanh ph6. Hoéi nha trudng ¢6 bao nhiéu cich chon ?

b) Nha trrong cin chon hai hoc sinh trong dé ¢6 mét nam va moét nir di du
trai hé ctia hoc sinh thanh phé. Hoi nha trudng cé bao nhiéu cich chon ?

Tir c4c chits6 1, 5, 6, 7 c6 thé 1ap duoc bao nhiéu s6 tir nhién
a) C6 4 chir s6 (khéng nhat thiét khac nhau) ?
b) Cé 4 chir s6 khac nhau ?
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& /QuY TAC CONG M3 RONG

Yk, _h_‘:)"'ll

|-

Quy tic céng cho ta céng thifc tinh sé phan tr clia hop hai tap hop hitu han khéng
giao nhau. Tuy nhién trong nhiéu bai toan t6 hop, ching ta phai tinh sé phan t&r clia
hop hai tap hop hitu han A va B c6 giao khac &@. Trong trudng hop nay, khi céng sé
phan tir cha A véi sé phan tir cla B, thi sé phan tircia A ~ B sé dudc tinh hai lan.

Thanh thir, & két qua phai b6t di s6 phan tr cla A » B. Ta cb quy tdc cdng mé réng
sau day :

Cho hai tap hop hitu han bét ki A va B. Khi do sé phan tirctia A \w B bang s6é phan
fr clia A cong vai s6 phan tir cta B roi trir di s6 phan tircia A B, tie 1a

lauB| =|a|l + |B| - |A~B].

Vi du. Trong mét trudng THPT, khéi 11 c6 : 160 hoc sinh tham gia céau lac bé
Tin hoc, 140 hoc sinh tham gia cdu lac bé Ngoai ngir, 50 hoc sinh tham gia ca hai
cau lac bé va 100 hoc sinh khéng tham gia cau lac bé nao trong hai cau lac boé néu
trén. Hoi khéi 11 & truong d6 cé bao nhiéu hoc sinh ?

Gial

Goi tap hdp hoc sinh khéi 11 & truong THPT tham gia cau lac bé Tin hoc va céau lac
bé Ngoai ngitlan luot 1a A va B.

Khi d6 tap hop hoc sinh khéi 11 & truong dé tham gia cau lac bé (Tin hoc ho4c Ngoai
nhgu) la A W B.

Theobairatacé |A| = 160, |B| = 140, |A ~ B| = 50.

Theo quy tic céng mé réng, sé hoc sinh khéi 11 tham gia cau lac bé (Tin hoc hoc
Ngoai ngu) la

lAuB| = |A|l +|B| = |A~B| =160 + 140 - 50 = 250.
Vay khéi 11 & trudng d6 c6 250 + 100 = 350 (hoc sinh). O
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- HOAN VI, CHINH HOP VA TO HOP

1. Hoan vi

a) Hoan vila gi ?

Vi du 1. Ba van doéng vién An, Binh va Chau chay thi. Néu khéng ké trudng
hop ¢6 hai van dong vién vé dich cung mot lic thi cde kha nang sau day déu
c6 thé xay ra :

Giai Cac két qua co6 thé

Nhdt An An Binh Binh Chau
Nhi Binh Chau An Chau Binh
Ba Chéau Binh Chau An An

Két qua cude thi chay 1a mét danh sich
gom ba ngudi x€p theo thir tur nhat,
nhi, ba. Danh sach nay goi la mét hoan
vi ciua tAp hop {An, Binh, Chau}.
Néu ki hiéu tap hop {An, Binh, Chau}
la {a,b, ¢} thitip nay cd tit ca siu
hoanvi la (a., b, ¢), (a,c, b), (b, a, ¢),
b, ay, UG a.h) (6. b, a).

Mot cach téng quat, ta cé

Cho tap hop A ¢6 n (n = 1) phan tir. Khi sap x€p n phan tir nay
theo mét thir tw, ta duoc mét hoan vi cic phan tir ctia tip A (goi
tat 14 mot hodn vi ctia A).

H1| Cho tap hop A = {a, b, ¢, d}. Hay viét tam hoan vj cta A.

b) S6 cac hoan vi
Bai todn dat ra 1a : Néu tip hop A c6 n phin tir thi cé tit ca bao nhiéu hoan vi
ciaA ?
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Kihiéu P, 1a s6 cdc hodn vi clia tdp hop c¢6 n phan tir. Ta ¢6

DINH LI 1

S6 cdc hoan vi cia mét tAp hop cé n phan tir 1a

P =nl=nn—1)Yn-2)..1.

n

Chiing minh

Viéc sap x€p thit tu # phan tir ciia A 12 moét cong viée gém n cong doan. Cong
doan 1 1a chon phén tir d€ x&p vao vi tri thit nhAt, cong doan 2 14 chon phan tir dé
x€p vao vi tri thit hai, cong doan 3 13 chon phén tir d€ xé&p vao vi tri thit ba, ...,
cong doan n 12 chon phin tir d€ x&p vao vi tri thit n. O céng doan 1 ta ¢
thé chon bat ki phan tir nio trong n phin tir cia A nén ¢6 n cach thue hién. Sau
khi chon xong phin tir x€p vao vi tri thit nhat, & cong doan 2 ta c¢6 thé chon
bat ki phan tir ndo trong 7 — | phéin tir con lai cia A dé x&p vao vi tri thit hai
nén c¢6 n — 1 cach thue hién. Tiép tuc nhir vay & bude 3 ta ¢6 n — 2 cach thure
hién, ..., va & bude thit n (bude cudi cung) ta chi con 1 cich thue hién. Theo
quy tac nhin, ta ¢6 ca thay n(n — 1)(n — 2)...1 = n! cich sap xé&p thit tur n
phan tir ctia tip A, tire 1 ¢6 n! hodn vi. O

Vi du 2. Mot doan khich du lich du dinh dén tham quan bay dia diém A, B,
C,D, E,G va H 6 thu d6 Ha No6i. Ho di tham quan theo mot thit tu nao dé,
chang han B—»A— C—E—D—>G —H. Nhir viy, mdi c4ch chon thit tir cdc
dia di€ém tham quan 12 moét hodn vi ctia tap {A, B, C, D, E. G, H}. Thanh th,
doan khach c6 tat ca 7! = 5040 cach chon. O

H2| Tircéac chirsé 1.2, 3.4, 5 co thé 1ap duodc tat ca bao nhiéu sé fur nhién c6 ndam
chir s6 khac nhau ?

2. Chinh hop
a) Chinh hop lagi ?
Vi du 3. Trong trin chung két béng di phai phan dinh thang thua bang di

ludAn lvu 11 mét. Huan luyén vién ctia moéi déi c4n trinh véi trong tai moét danh
sdch sap thit tur 5 cAu thi trong s6 11 c4u thi dé d4 luan luu 5 qua 11 mét.

Moéi danh sidch c6 x€p thir tu 5 cAu thu duwoc goi 1a moét chinh hop chap 5 clia
11 cau tha.
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Mot cich téng quat, ta cé

Cho tap hop A gébm n phan tir va s6 nguyén k véi | < k < n. Khi
14y ra k phén tir cia A va sap x€p chiing theo mét thit tu, ta diroe
mot chinh hop chép k ctia n phan tir ciia A (goi tat 12 mét chinh
hop chap k cua A).

H3| Cho tap hop A = {a, b, ¢}. Hay viét tat cé cac chinh hop chap 2 cda A.

Nhdn xét

Hai chinh hop khac nhau khi va chi khi hoac ¢6é it nhiat mét phan tir ctia chinh
hop nay ma khéng 13 phan tir cia chinh hop kia, hoac cic phin tir clia hai
chinh hop giéng nhau nhirng diroe sap xép theo thit tu khac nhau.

b) Sé cac chinh hop

Vi du 4. Trd lai vi du 3, hiy tinh xem hudn luyén vién ctia moéi doéi cé bao
nhiéu cich lap danh sach 5 cau tha.

Giai

Hu4n luyén vién ctia méi doi c¢6 thé chon mét trong 11 ciu tha dé dd qua dau
tién. Ti€p theo ¢6 10 cdch chon cau thl d4 qua thir hai, r6i ¢6 9 cdch chon ciu
thi d4 qua thit ba, réi lai ¢6 8 cich chon ciu thi dd qua thit tir va cudi cling cé

7 cach chon cdu thu d4 qua thit nam. Theo quy tac nhan, huin luyén vién cta
moi doi s€ cé

11.10.9.8 .7 = 55440 cach chon. O
Bai todn téng quat dit ra 13 : Cho mot tip hop cé n phan tir va s6 nguyén k véi
1 <k <n.Hobi ¢6 tat ca bao nhiéu chinh hop chap k cta tap hop dé ?

S6 cde chinh hop chap & ctia mét tap hop ¢ n phin tir droc ki hiéu 13 Af‘; .

DINH LI 2

S6 cdc chinh hop chip k ctia moét tap hop cé n phan tir
(l<k<n)la

A =nn—-1)(n-2)..(n -k +1). (1)

Chitng minh

Viéc 1ap mét chinh hop chap k cua tip hop ¢6 n phan tir duoe coi nhur mot
cong viec goém k cong doan. Cong doan 1 1a chon phan tr xé€p vao vi tri thi
nhAt. Céong doan 2 1a chon phan tir x€p vao vi tri thir hai, .... Céng doan k 1a
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chon phan tir x€p vao vi tri thir k. Vi tip hop c6é n phin tir nén céng doan 1
c6 n cdch thure hién. Sang céng doan 2 chi con n — 1 phan tir chwa chon cho
nén c6 n — 1 cach thue hién. Tuong tur cong doan 3 cé6 n — 2 cach chon, ... va &
cong doan cudbi (céng doan thir k) ta c6 n — k + 1 cach thue hién. Theo quy
tac nhan, ta ¢6 n(n — 1)n —=2)...n — k + 1) cdch lap ra moédt chinh hop
chap k. D6 ciing chinh 14 s6 cdc chinh hop chap k ctia moét tAp hop gém n
phan tir. O]

Nhdn xét

Tir dinh nghia ta thdy moét hodn vi cia tap hop n phan tir 1a mét chinh hop
chép n cia tip dénén A =P, = n!.

Vi du 5. Trong mat phang cho mot tap hop gém 6 diém phan biét. Cé bao
nhiéu vecto khéc vecto 0 c6 di€m diu va di€m cusi thudce tap hop di€m nay ?

Gidi

Ma&i cap sap thit tir gém hai diém (A, B) cho ta mot vecto c6é diém dau A, diém

cudi B va nguoc lai. Nhu vay, mébi vecto cé thé xem 13 mot chinh hop chap 2
ctia tap hop 6 di€ém da cho. Thanh thir s6 vecto cin tim 14

AL oy =l O

CHU Y
e Vi 0 < k < n thi ta c6 thé viét cong thite (1) duréi dang

Ak n! .
Ay = (n—k)!

(2)

e Ta quy udc
0l=1va A =1,

Khi dé cong thirc (2) ding choca k=0 va k= n. Viy cong
thire (2) diing v61 moi sé nguyén k thoa man 0 <k < n,

3. Té hop

a) To hop la gi ?
Cho tap A ¢6 n phin tir va s6 nguyén k v6i 1 < k < n. Mol tip con

clia A c6 k phan tir duroc goi 13 mot to6 hop chép k clia n phan tir
ctia A (goi tat [a mot t6 hop chap k cia A).
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Nhu vay 1ap mot t6 hop chap k clia A chinh 14 14y ra k phan tir cia A (khong
quan tAm dén thi tur).

H4| viét tat ca cac t6 hop chap 3 cta tap A= {a, b, ¢, d}.

b) S6 cac t6 hop

Ki hiéu Cf; (hoac (E )) 14 s6 cdc t6 hop chép k clia mot tap hop ¢6 n phan tir.

DINH LI 3

S6 cdc té hop chéap k clia mot tip hop cé n phan tir (1 <k < n) 1A

¢ AL a(n—=1Dn-2)..(n—k+1)
T k! |

(3)

Chitng minh

Maéi céch sap thit tir cAc phan tir cia mot t6 hop chap k ctia A cho ta mét chinh
hop chap k ctia A. N6i cdch khic, m6i hodn vi clia mot t6 hop chéap k ctia A
cho ta m6t chinh hop chap k ctia A. Vay tir mot t6 hop chap & ctia A ta lap

dirge k! chinh hop chéap k cia A. Vay ta cé

;AL nn—)n—-2)..n—k+1)
k &g Koo T
Al =C k! hay C) = Tha T : O
CHUY
e V6il <k < n.tacdthé viet cong thire (3) dudi dang
ko n!
Cn = kl(n—k)! ()

e Ta quy uéc CE =1 (coi @ 14 t6 hop chép 0 cna tap hop c6é n phan
tir). Vi quy wde nay coéng thirc (4) cling ding véi kK = 0. Vay cong
thite (4) ding v&i moi s6 nguyén k thoa min 0 < k < n.
Vi du 6. Trong mat phang cho mét tap hop P gém 7 di€m, trong dé khéng cé
3 diém nao thang hang. Hbi c6 bao nhiéu tam gidc ¢6 3 dinh déu thudc P ?
Giai
Véi mbi tip con gém 3 di€ém bat ki cha P, ta tao duwge mot tam gide véi céce
dinh 13 3 di€m dé. Nguoc lai, mbi tam gidc ¢6 3 dinh thude P twong tng véi
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mot tip con gém 3 di€ém clia P. Vay s6 tam gidc c6 3 dinh thuéc P chinh bang
s6 cdc t6 hop chép 3 cna tip P, tifc 1 bang

3 1.6.5
Cy = e A5 O
Trong mét s6 bai todn dém phire tap hon, ta cin phéi hop sir dung cic céng
thite vé t6 hop va quy tac nhan.

Vi du 7. Trong moét 16p c¢6 20 hoce sinh nam va 15 hoc sinh nir. Thay gido chu

nhiém can chon 4 hoc sinh nam va 3 hoc sinh nir di tham gia chi€n dich

"Miia hé xanh" ctia Doan Thanh nién Céng san H6 Chi Minh. Hoi ¢6 bao

nhiéu cach chon ?

Gidi

20.19.18.17
[.2.3.4

Ta c6 ijﬂ = = 4845 cach chon 4 hoc sinh nam trong s6 20 hoc

15.14.13
.23

15 hoc sinh nit. Theo quy tac nhéan, s6 cach chon la
4845 . 455 = 2204 475. O

sinh nam va co ij = = 455 cdch chon 3 hoc sinh nir trong s6

4. Hai tinh chat co ban cua s6 C%

a) Tinh chat 1

Cho s6 nguyén duong n va sé nguyén k véi 0 < k < n. Khi dé

g,
Chitng minh
| | I
Ta od e - n. n—k i 2 — i :
acd C, Elhi— 1 G, (n—kK)\(n—n-k)! (n-Kkk!
Dodé:CE = g% =

b) Tinh chat 2 (hiang dang thitc Pa-xcan)

Cho cac s6 nguyénnvak véi 1l <k <n.Khidé

o o Iy

n+l —
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Chitng minh

, pejas AR o) g 8 = D~k %1)
Ta cd = T , C, = I
Vay
i E—1 nm—-0...n—-k+D+knn-=10..(n—-—k+2)
CH + CH = k|
nan-D.(n—-k+2)(n-k+1+k)
- k!
(n+Dn....(n -k + 2) L
= I = C.i:+|' O

Cau hoi va bai tap

Cé6 bao nhiéu kha ning c6 thé xay ra déi v6i thit tr gitta cdc doi trong mot
gidi béng d4 cé6 5 doi béng ? (Gia sir rang khong cé hai doi ndo cé diém
trung nhau).

Gia str ¢6 8 van dong vién tham gia chay thi. Néu khoéng ké trudng hop ¢ hai
van doéng vién vé dich cling mét lic thi c¢6 bao nhiéu két qua cé thé xay ra
d61 véi cac vi tri thir nhat, thir nhi va thit ba ?

Trong mat phang cho mét tap hop P g6m n diém. Hoi :

a) C6 bao nhiéu doan thang ma hai ddu mat thuée P ?

” o , e . L P s - o "
b) C6 bao nhiéu vecto khac vecto 0 ma diém dau va diém cudi thude P ?

Trong moét Ban chdp hanh doan gébm 7 ngudi, cin chon 3 ngudi vao ban
thuéng vu.

a) Néu khéng ¢6 su phan biét vé chitc vu ctia 3 ngudi trong ban thudng vu thi
c6 bao nhiéu cach chon ?

b) Néu can chon 3 ngudi vao ban thudng vu véi cac chire vu : Bi thir, Phé Bi

thwr, Uy vién thuong vu thi ¢6 bao nhiéu cich chon ?
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Luyen tap

9. Mot bai thi trac nghiém khach quan gém 10 cAu. Méi cAu ¢ 4 phuong 4n tra

[61. Hoi bai thi d6 ¢6 bao nhiéu phuong an tra 16i ?

10. C6 bao nhiéu s6 tw nhién c6 6 chir
sé va chia hét cho 5 ?

11. Xét mang dudng néi cdc tinh A, B,
C,D,E,F,G,trong dé s6 viét trén
mot canh cho biét s6 con dudng
noéi hai tinh nam & hai dau miut
cua canh (h. 2.2). Hoi ¢6 bao nhiéu

cach di tirtinh A dén tinh G ? Hinh 2.2

12. Xét so d6 mang dién & hinh 2.3 ¢6 6 céng tac khic nhau, trong dé moi céng
tac c6 2 trang thai déng va ma.

A / / / B
. - o)
B
/ / /
C D
Hinh 2 3

Hbi ¢6 bao nhiéu cdch déng - m& 6 cong tac dé€ mang dién théng mach tir P
dén Q (tirc 1a c6 dong dién tir P dén Q) ?

13. M6t cude thi 6 15 ngudi tham du, gia thiét rang khéng c¢6 hai ngudi nao cé
diém bang nhau.

o o a e - - - % = . A = -
a) Néu két qua cua cude thi la viéc chon ra 4 ngudi di€ém cao nhat thi cé
bao nhiéu két qua cé the ?

b) Néu két qua cna cudc thi 1a viée chon ra cdc giai nhét, nhi, ba thi c6 bao
nhiéu két qua c6 thé ?

14. Trong mot da hoi cudi nam & mot co quan, ban té chite phat ra 100 vé x6 s6
ddnh s6 tir 1 d&n 100 cho 100 ngudi. X6 s6 ¢6 bén gidi : 1 gidi nhat, 1 giai
nhi, | giai ba, 1 giai tw. Két qua 1a viéc céng bo ai tring giai nhit, giai nhi,
giai ba, giai tur. Hoi ¢

a) C6 bao nhiéu két qua c6 thé ?

63
baitap365.com



b) C6 bao nhiéu két qua cé thé, néu biét rang ngudi gitt vé s6 47 duoc giai nhat ?
¢) Cé bao nhiéu két qua cé thé, néu biét ring ngudi giit vé s6 47 tring mot
trong bén giai ?

15. Mot t6 ¢6 8 em nam va 2 em nit. Nguoi ta cAn chon ra 5 em trong t6 tham du

cude thi hoc sinh thanh lich ctia trudng. Yéu cau trong ciac em duoc chon,
phai cé it nhit moét em nir. Hoi ¢6 bao nhiéu cach chon ?

16. M6t nhém hoe sinh ¢6 7 em nam va 3 em ntr. Ngudi ta can chon ra 5 em trong
nhém tham gia déng dién thé duc. Trong 5 em duwoc chon, yéu cau khéng cé
quia moét em nir. Hoi ¢6 bao nhiéu cach chon ?

1. Cong thuc nhi thiic Niu-ton
Ta d3 biét cdc hang dang thirc

(a+ b)Y = a’® + 2ab + b?,

(a + b)3 = a® + 3a’h + 3ab?® + b°.
Céc hée s6 trong khai trién (a + b)? theo thit tu tir trai qua phai 1a 1 = CJ ;
D= o] = Crinetaolears By = Qo+ Cab+0br .
Cac hé s6 trong khai trién (a + by’ theo thit tr tir trdi qua phdi B 1=CY ;
3= ; 3=0CF; vi 1 = & titelh (ad5)°=Cle’ = Cla*bi-Cab 4 C31°..

Téng quat, ngudi ta chitng minh dwoc rang :

(5B = B & RGN ey LR
)
. Z Cﬁa”“kbk (quy wéca’ =b° =1).
k=0

Céng thifc ndy duogce goi 1a cong thire nhi thiic Niu-ton (goi tat 1a nhi thic
Niu-ton).
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Vidu 1. Tinh hé s6 cua _1"2_}='3 trong khai trién(x + y)b .
Giai
25!

7 = 5200300, OO

Theo cong thire nhi thire Niu-ton, hé sé nay la ch? =

Vi du 2. Tim hé s6 ctia x° trong khai trién (3x — 4)°.

Griai

Ta c6 (3x — 4)5 = (3x + (—4)):_j . Theo coéng thirc nhi thitc Niu-ton, s6 hang
chita x° 1a C2(3x)*.(~4)* . Vay hé s6 clia x° 12 10 . 3% . (—4)* =4320. O

H4| 7im hé s6 ctia x> trong khai trién (3x — 4)°.

Vi du 3. Viét khai trién (x — 2)°.

Gidi

Theo coéng thirc nhi thire Niu-ton
6 6

(x=2°=(2+20° =Y 2" =Y aqu* véia, = Cg(-2)°F.

- k=i

Tinh theo céng thitc nay, ia Ucc’)
a, = 64 ; a = 6.(—2)5 = —192;
o = 15,27 = 040 =200 —160;
o =15.22 =80 @—6-T—12; ag = 1.
Vay(x — 2)® = x® —12x° + 60x* — 160x> + 240x% — 192x + 64. O

Vi du 4. Goi T 1a s6 cdc tap con (ké ca tap réng) clia mét tAp hop cé n phan tir.
Chitng minh rang T = 2",

Giai

Véi mbi s6 nguyén k (1 < k < n), s6 thp con cb k phan tir ctia tAp hop c6é n

phan tir [a Cﬁ . Vi c6 ding mét tap con (tap réng) c6 O phan tir va CE = | nén
Fen Y G5 (1)
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Trong céng thitc nhi thitc Niu-ton dat @ = b = 1, ta duoc

2" == Pk (2)
k=0
Tir(1)va(2) tadwge T=2". O

2. Tam giac Pa-xcan

Trén day ta thdy muén khai trién (¢ + b)" thanh da thitc, ta cAn bi€t n + 1 s6

B Bl .

n? n? n?

C;j"', C’ c6 mat trong coéng thitc nhi thire Niu-ton. Cac s6

ndy c6 thé tinh duwoc nhd céng thite (4) & §2. Negoai ra con ¢6 thé tim duoc
chiing bang cdch str dung bang s sau day :

1 3 3 1
1 4

6 4
1 9 D 1
™ 6/ N '15/1({! 20/10\ 15/ \ 6/

....................................................

1

Bang s6 nay do nha toan hoc Phap Pa-xcan thiét 14p vao nam 1653 va dwoc
nguoi ta goi la tam giac Pa-xcan.

Tam giac Pa-xcan dugc lap theo quy luat sau :
— Dinh dugc ghi s6 1. Tiép theo 13 hang thir nhat ghi haisé 1.

— Néu biét hang thit # (n = 1) thi hang thir n + 1 ti€p theo duwoc thiét
lap bang cich cong hai s6 lién ti€p cta hang thit »n réi viét két qua
xuéng hang dudi & vi tri gitra hai s6 nay. Sau dé vi€t s6 1 & diu va
cudi hang.
Chang han, khi ¢6 hang thit nam ta thi€t lap hang thit sdu nhu sau ; Theo thit
tir tir trai sang phai, ta ldy 1 + 5 = 6 va viét s6 6 xudéng hang dudi & vi tri gitra
s61vas65;1ay 5+ 10 =15 va viét s6 15 xudng hang dudi & vi tri giita s6 5
va s6 10 ; lay 10 + 10 = 20 va viét s6 20 xuéng hang dudi & vi tri gitta s6 10
vasod 10 ; 1ay 10+ 5= 15 va viét s6 15 xubng hang dudi 6 vi tri giita s6 10 va
66
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17
18.
19.

L2
.

~
3

2

R

. Khai trién 3x + D'? cho téi x°.

s65; 1Ay 5+ 1 = 6 va vié€t s6 6 xubng hang dudi & vi tri gitra s6 5 va s6 1.
Cuéi cung viét s6 1 & dau va cubi hang (xem bang sé trén).

H2| bién tiép tuc cac s6 vao cac hang thir bay va thur tam trong bang sé trén.

Nhan xét
Xét hang thir nhat, ta c6
1=C? 1=cl
O hang thir hai, ta cé
1=CY, 2=C),, 1=0C3.
G hang thir ba, ta ¢6
1=C, 3=C}, 3=0C3 1=0C.
Mot cich téng quét, tir tinh chait 2 clia s6 Ci (hing dang thirc Pa-xcan) va

cach thiét 1ap tam gidc Pa-xcan, ta c6

CAc s6 & hang thit n trong tam gidc Pa-xcan 1a day gébm n + 1 s6

CU

n*

1 3 n-1 I
ET o I A (6.0

Cau hoi va bai tap

101,99 trong khai trién (2x — 3y)2% .

Tim hé s6 cua x
’ i g > j 8 - - 2 - |3
Tinh hé s6 cua x7y” trong khai trién (x + y) ~ .

Tinh hé s6 cua X! trong khai trién (1+ x)''.

. Tinh hé s6 cna x trong khai trién (2 — i

Luyén tap

3

. Tim hé s6 cna x! trong khai trién ctia (3 — %7

. Tinh hé s6 cna .1‘23ym trong khai trién cta (x> + o).

|

n
. Biét rang hé s6 ctia ¥ trong khai trién [.x — Ij bang 31. Tim n.
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0ah, .
S S
v J MOT SO MAU CHUYEN VE NHA TOAN HOC
.1 PA-XCAN (PASCAL)

Ll ]
L i

1. Héi nhd Pa-xcan rat ham mé Hinh hoc. Nhung vi Pa-xcan
rat yéu nén cha éng khéng muén cho éng hoc Toan. Cha
6ng gidu hét cac sach vd va nhiing gi lién quan téi Toan.
Thé 1a Pa-xcan phai tv may moé xay dung nén mén Hinh
hoc cho riéeng minh. Ong vé cac hinh va tu dat tén cho
ching. Ong goi dudng thang la "cay gay", dudng tron 1a
"cai banh xe", hinh tam giac |a "thudc thg", hinh chir nhat
la "mat ban"... Ong da tim ra va ching minh dugc rat
nhiéu dinh Ii clia Hinh hoc trong d6 c6 dinh Ii ; "Téng cac

_ | géc clia mot thude tho bang nira téng cac géc clia moét mat
Blaise Pascal (1623-1662)  phan", Nam &y Pa-xcan méi 12 tudi.

2. Nam 16 tudi, Pa-xcan céng b mét céng trinh toan hoc : "Vé thiét dién clia dudng
conic", trong @6 6ng da ching minh maét dinh Ii ndi tiéng (sau nay mang tén 6ng) va
goi d6 la "Binh Ii vé luc giac than ki". Ong rat ra 400 hé qua tur dinh Ii nay. Nha toan
hoc va triét hoc vi dai luc bay gid |a Pé-cac (Descartes) danh gia rat cao cong frinh
toan hoc nay va néi rang : "Téi khéng thé tudng tudng néi mot ngudi dang & tudi thiéu
nién ma lai c6 thé viét duoc moét tac pham 1én nhu vay".

3. Nam 17 tudi, thay cha (mét ké toan) phai lam nhiéu tinh toan vat va, Pa-xcan da nay ra
y dinh ché tao mét chiéc may tinh. Sau 5 nam lao déng cing thdng miét mai, éng da ché
tao xong chiéc may tinh lam dugc bén phép tinh céng, trir, nhan, chia, tuy rang chua
nhanh 18m. o6 la chiéc may tinh dau tién trong lich st nhan loai. Bé ghi nhé céng lao
nay, tén clia éng da dudc dat cho mét ngén ngi lap trinh, 1& ngén ngir lap trinh Pa-xcan.

4. Vao n3m 1651, khi Pa-xcan 28 tudi va dudc ca chau Au tén vinh 12 than déng, éng
nhan dugc mét bie thu clia nha quy téc Phap Do Mé-ré (De Méré) nhd 6ng giai dap
mot s6 van dé rac réi nay sinh trong cac tré choi danh bac. Pa-xcan da "toan hoc
hoa" cac tro chdi cd bac nay, nang lén thanh nhimng bai toan phic tap hon va trao
déi van dé nay vdi nha toan hoc Phéc-ma. Nhing cuéc trao déi dé da khai sinh ra
Li thuyét xac suét — Li thuyét toan hoc vé cac hién tuong ngau nhién.

5. Sau khi cha mat, chi gai bo di tu, lai thém ém dau bénh tat, Pa-xcan chan chuong tat ca.
Ong bo Toan hoc, dam chim vao nhithg suy fur vé tin ngudng va nghién c(u Than hoc.
Vao mét dém dau mua xuan nidm 1658, mét con dau rang dir déi lam Pa-xcan khéng
ngl dudc. P& quén dau, 6ng tap trung suy nghi vé bai toan dudng xycléit, mot bai toan
khé dang thu hat su quan tdm cla nhiéu nha toan hoc luc dé. Ki la thay, éng da giai
dugc bai toan dé va sang hém sau cling khoi luén bénh dau ring. Ong nghi rang day Ia
mot théng diép clia Chua nhac nhé rang éng khéng dudc quén va rdi bd Toan hoc. Va
thé |a sau bén nam di theo con ducng tin ngudng tén gido, Pa-xcan lai quay vé véi Toan hoc.
6. Khéng chi l1a mét nha toan hoc thién tai, Pa-xcan con la mét nha vat li hoc néi
ti€ng, Ia nha van, nha tu twéng 16n. Ngay nay ngudi ta thudng nhic dén cac cau néi
clia Pa-xcan nhu : "Con ngudi chi 1a mét cay say, mot vat rat yéu dudi clia tu nhién,
nhung la moét cay say biét suy nghi " va "Trai tim c6 nhimg Ii 18 ma Ii tri khéng giai
thich duoc".

Pa~xcan mat khi méi 39 tuéi. Ong dudc coi la mot trong nhiing nha bac hoc 16n clia nhan loai.
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B. XAC SUAT

Trong thuc tién, chiing ta thudng gap nhitng hién tuwong ngiu nhién. D6 1a
nhitng hién trong (bi€n ¢6) ma chiing ta khéng thé dir bido moét cach chac chan
la né xay ra hay khéng xay ra.

Li thuyét xac suét 12 bd6 moén toan hoc nghién citu cdc hién tuong ngau nhién.
Sur ra doi cuia 1i thuyét x4c suét bat dau tir nhitng thur tir trao déi giita hai nha
todn hoc vi dai ngudi Phip 1a Pa-xcan (1623-1662) va Phéc-ma (1601-1665)
xung quanh cich giai dip moét s6 van dé rac réi nay sinh trong cdc tro choi cd
bac ma moét nha quy téc Phap dat ra cho Pa-xcan. Nam 1812, nha toan hoc
Phép La-pla-xo di du bdo rang "Mén khoa hoc bat dau tir viec xem xét cdc
trd choi may rii nay sé hita hen tré thainh mét déi twong quan trong nhit cia
tri thitc loai nguroi”.

Ngay nay li thuy€t xdc suit di trd thanh mét nganh todan hoc quan trong, dirgc

tng dung trong rat nhiéu Iinh vue ctia khoa hoc tu nhién, khoa hoc xa héi,
cong nghé, kinh t€, y hoc, sinh hoc,...

BIEN CO VA XACSUAT CUA BIEN O

1. Bién co

a) Phép thir ngau nhién va khong gian mau
Khi gieo mét con siic siac’”), s6 chim
trén mat xuit hién dwoc coi 1a két qua
cia viéc gieo stic sac. Ta nhéin thay
rang rat khé doan trude duoe két qua
cia mbi lan gieo. N6 c6 thé 1a bat ki
mot con s6 nao trong tap hop {1, 2, 3,
4,5, 6}. Ta goi viéc gieo con sic sac

néi trén 1a moét phép thir ngau nhién.

(*) Con stic sac 14 mot khéi lap phuong ma sdu mat 14n lugt cé 1,2, .., 6 chAm. Mat cé k chdm goi
1a mat & cham.
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Phép thir ngau nhién (goi tat 1a phép thir) 13 mot thi nghiém
hay moét hanh déng ma :

— K&t qua cta né khéng doan truée duoc ;

— C6 thé xdc dinh duoc tap hop tit ca cdc két qua cé thé xay ra
ctia phép thir d6.

Phép thir thudng dwoc ki hiéu bdi chir T

Tép hop tit ca cdc két qua cé thé xay ra clia phép thir diroc goi 1a
khéng gian mau ctia phép thir va diroe ki hiéu boi chit Q (doc
la 6-mé-ga).

Vi du 1. Khong gian miu ctia phép thir "Gieo mot con siic sac" 14 tap hop
Q =1{1,2,3,4,5,6}.

Vi du 2. Xét phép thir T la "Gieo hai
déng xu'"” phin biét". Néu dung ki hiéu S
dé chi déng xu lat sap (mat sip xuét hién)
va N dé chi déng xu lat ngira thi khong
gian mau cua phép thir trén 1a

Q = {SN, SS, NN, NS}.

H1| Cho phép thirT 1a "Gieo ba déng xu phan biét". Hay cho biét khéng gian mau
ctia phep thir do.

b) Bién co
Vi du 3. Gia sir T 1 phép thir "Gieo mot con stic sac".
Khéng gianméau 1a Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Xét bién c6 (hay su kién) A : "S6 chdm trén mat
xuit hién 1a moét s6 chan". Ta thiy viéc xay ra hay
khéng xay ra bi€n c6 A tuy thude vao két quacua T,
Bién ¢6 A xay ra khi va chi khi két qua cna T 1a 2,
hoac 4, hoac 6. Cac két qua nay duwoc goi la cdc két
qua thuén loi cho A. Do d6 bién c6 A diroc mé ta boi
tip hop Q, = {2, 4, 6}, d6 1a mot thp con cua Q.

Bi€n c6 A duoc goi la bi€n c6 lién quan dén phép thir T'.

(*) Pong xu la dong tién kim loai c6 hai mat, trén moét mat cé ghi gid tri cia dong tién : ngudi ta
thuong goi dé la mat ngira. Mat kia la mat sép.
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Mot cich téng quat :
Bién c6 A lién quan dén phép thir T 13 bi€n ¢6 ma viéc xay ra
hay khoéng xay ra cua A tuy thuée vao két qua cua T.
Mbi két qua cua phép thir T lam cho A xay ra, dwoc goi 1a mét
két qua thuan loi cho A.
Tap hop cdc két qua thuan loi cho A duge ki hiéu 1a Q, . Khi dé

ngudi ta néi bién cé A duge mo ta boi tap Q, .

H2| Xét bién c6 B - "S6 cham trén mat xuat hién la mét sé 18" va bién ¢é C - "S6

cham trén mat xuat hién la mot sé nguyén t6" Hay viét ra tap hop Q, m6 ta bién cé
B va tap hop Q. mé td biéncé C.

— Bién ¢6 chdc chdn 1a bién ¢6 luén xay ra khi thuc hién phép thir 7. Bién c6
chac chan dwoec moé ta bdi tip Q va duwoc ki hiéu [a Q .

— Bién c6 khong thé 1a bi€n c6 khéng bao gid xay ra khi phép thir T duoc
thire hién. R6 rang khéng ¢6 mot két qua thuan loi no cho bién ¢ khong thé.
Bién c6 khong thé diwoc mé ta bai tap & va diroc ki hiéu 13 &.

2. Xic suat cua bién co
Trong cudc séng hang ngay, khi néi vé bi€n c6 ta thuwdng ndi bién ¢6 nay cd
nhiéu kha nang xay ra, bién ¢6 kia cé it kha nang xay ra, bién c6 nay c6 nhiéu
kha nang xay ra hon bién c6 kia. Toan hoc di dinh lrong hod cdc kha nang
nay bang cich gian cho méi bién c6 mot s6 khéng am, nhd hon hay bang 1 goi
[A xdc sudt ciia bién c6 dé. Xdc suit ctia bi€n c¢6 A duoce ki hiéu 1a P(4). N6
do lwong kha nang khich quan su xuat hién cua bi€n c6 A.

a) Pinh nghia cé dién ciia xac suat

Vi du 4. Gia str T 1a phép thir "Gieo hai con siic sac". Két qua ctua T 14 cép s6
(x ; v), trong d6 x va y tuong iing 1a két qua clia viéc gieo con siic sac thit nhat
va thit hai. Cac két qua c6 thé xay ra ctia T dwroc cho trong bang sau diy :

1 2 3 4 S 6

I (I:DH 1 ad:2) {(d:3) a4 [ (d:5 ] (:6)
7 ;D [ 2:2) | (2:3) [ @2:4) 1 (2:5) [ (2:06)
3 B [ (B:2) | 3;3) [ (B:4) ] (3:5 [ 3:6)
4 (4;1) [ 4:2) | (4;3) [ 4:4) ] (4:;5) [ (4:6)
5
6

(5:1) ] (5:2) [ (5:3) ] (5:4) [ (5§:5) ] (5:6)
(6:1) | (6:2) [ (6:3) [ (6:4) | (6:5) [ (6;0)
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Khong gian man cua T 1& £ ={(13.1),(2 ; 1), (B3 1), (43 D), (85 D65 1)
(1:6),(2;6),(3:6),(4:6),(5;6),(6;6)}. Phép thir T c6 36 két qua c6 thé.
Néu con siic sac diroc ché tao can déi thi cdc mat clia con siic sac déu c6 cling
kha nang xuit hién. Ta n6i 36 két qua cua T 1a dong kha ndng.

Xét bién c¢6 A : "Téng s6 chdm trén mat xuat hién cta hai con stc sac 1a 7".
Tap con Q, cdc két qua thuan loi cho A 1a

Q =1{(1;6),(2:5),(3;4),(4;3),(5;2),(6; 1)}.

: , . 0 1 . L.
Khi dé t1 s6 -6 duroc coi la xdc suit cua A. ]

Mot cach téng quat

DINH NGHIA
Gia sir phép thir T c6 khoéng gian mau € 13 mét tip hiru han va
cdc két qua cna T 1a dong kha nang. Néu A 12 mot bi€n c6 lién
quan v&i phép thr T va Q, 1a tap hop cdc két qua thuan loi cho
A thi xac suat ciua A 12 mot so, ki hiéu 1a P(A), duoc xac dinh

boi cong thire

Nhur vy, viée tinh xdc suit cua bi€n ¢6 A trong trudong hop nay duoe quy vé
viece dém s6 két qua c6 thé cha phép thir T va s6 két qua thuan loi cho A.

CHUY
Tir dinh nghia trén ta suy ra
e 0<P(A) <1 ;

e P(Q) =1, P(@)=0.

Vi du 5. Mét vé x6 s6 ¢6 4 chir s6. Khi quay s6, n€u vé ban mua c6 sé trung

hoan toan véi két qua thi ban tring giai nhat. Néu vé ban mua c6 dung 3 chir
= % . - - > A 3 o 9 . & s F = o= s

sO trung voi 3 chir s6 cua két qua (ké ca vi tri) thi ban trung giai nhi. Ban An

mua mot vé x6 s6.

a) Tinh xdc suat dé An tring giai nhat.

b) Tinh xdc suat dé An tring giai nhi.
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Gidi

a) S6 két qua cé thé 13 10% = 10 000 va chi c6 mot két qua triing véi s6 vé cla
1
10000

= 0,0001.

An. Do dé x4c suit tring giai nhit cuia An 1a

b) Gia sirs6 vé cia An la abced . Cac két qua trung véi ding 3 chir s6 cua An
la abct (t # d) hoac abtd (t # c¢) hoac ated (t # b) hoac thed (t # a).

Viméi truong hop trén déu ¢6 9 kha nang nén ¢ 9 + 9+ 9 + 9 = 36 két qua
0 dé vé cia An tring giai nhi. Do dé xdc sudt tring giai nhi cua An la
36

Vi du 6. M6t ¢6 bai ti lo kho géobm 52 quéin bai chia thanh bén chat : r6, co
(mau dob), pich va nhép (mau den). Mbi chit c6 13 quanbaila: 2,3,4,5,6, 7,
8,9,10,J,Q, K, A (doc 12 4t). B6n quan 2 (gém 2 16, 2 co, 2 pich va 2 nhép)
lam thanh mét bé 2 ; bén quan 3 (gém 3 16, 3 co, 3 pich va 3 nhép) 1am thanh
moét bo 3 ;5 ... ; bén quan it (gdbm at 6, it co, 4t pich va it nhép) lam thanh
mot bo at.

Chon ngiu nhién 5 quan bai. Tinh xdc sudt dé trong 5 quin bai d6 ta cé
mot bo.

Giai
S6 két qua cé thé 1a ng . S6 két qua trong d6 c6 moét bo 2 bang s6 cich chon

moét quan bai trong s6 52 — 4 = 48 quan con lai (khéng phai [a quan 2). Vay
c6 48 két qua trong dé c6 mot bo 2. Tuong tir cb 48 két qua trong dé cé mot

b6 3 ; ... ; c6 48 két qua trong d6é c6 mét bo at. Vi co tit ca 13 bo, nén s6 két
qua trong dé ¢ xuat hién moét bo 1a 13 . 48 = 624. Do do, xac suét can tim 1a
624
— =~ 0,00024. O
2
“32
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b) Pinh nghia thong ké cua xac suat

Trong dinh nghia c¢6 dién clia x4c suit, ta cAn gia thi€t phép thir T c6 mot s6
hitu han c4c két qua cé thé va cic két qua nay 1a déng kha nang. Nhung trong
nhiéu trudng hop, gia thi€t déng kha nang khéng duoc thoa min. Chang han
khi gieo mot con stic sac khong cin doéi thi cdc mat clia con stic sac khéng cé
cung kha nang xuat hién. Trong truong hop dé ta str dung dinh nghia sau day
goi 1a dinh nghia théng ké cua xac suit.

Xét phép thir T va bi€n co A lién quan dén phép thir d6. Ta ti€n hanh lap di lap
lai N 1an phép thir T va théng ké xem bi€n cd A xuét hién bao nhiéu lan.

S6 lan xuat hién bién c6 A dwoc goi 1a tan s6 cua A trong N lan
thire hién phép thir T

Ti s6 gitra tAn s6 cna A v&i s6 N duoce goi 1a tan suat cia A trong
N lan thure hién phép thir 7.

Ngudi ta chimg minh duoe rang khi s6 1an thir N cang 16n thi tAn suit ctua A
cang gin voi mot s6 xdc dinh, s6 d6 duoc goi 1a xac suat cua A theo nghia
thong ké (s6 nay ciing chinh 14 P(A) trong dinh nghia c6 dién clia x4c suat).
Nhu vay, tan suat duwoc xem nhw gia tri gan ding cua xdc suit. Trong khoa
hoc thuc nghiém, nguoi ta thudong 14y tin suit lam xdc suit. Vi vay tan suat
con duoge goi 1a xdce sudt thue nghiém.

Vi du 7. Néu ta gieo mét dong xu cin d6i thi xdac sudt xuit hién mat ngira
12 0,5. Buyp-phong (Buffon), nhd todn hoc ngudi Phap thé ki XVIII, da thi
nghiém viée gieo déng xu nhiéu 1an va thu duoce két qua sau :

i s Tan s6 xuat hién Tan suat xuat hién
So lan gieo ,, S . X :
mat ngua mat ngua
4 040 2 048 0,5070
12 000 6019 0,5016
24 000 12012 0,5005

Vi du 8. M6t cong ti bao hiém nhan tho di théng ké duoc trong 100 000 dan
ong 50 tudi cé 568 ngudi chét trude khi bude sang tuéi 51 va trong 100 000
phu nit 50 tudi cé 284 ngudi chét trirde khi bude sang tuéi 51. Khi dé xde suat
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thire nghiém dé moét ngudi dan éng 50 tudi chét trurde khi bude sang tubdi 51

568

la 100000 0,00568 va x4c suit thire nghiém dé mot ngudi phu nir 50 tudi

” : N % ., 284
chét trurde khi bude sang tuéi 51 1a 00000 0,00284. O

H3| Gieo con suc sac 50 lan. Ghi lai két qué cda viéc gieo nay va tinh tan suét
xuat hien méimat 1, 2, 3,4, 5, 6 cham.

S6 cham xuat hién Tan so Tan suat

S| | tw N~

"~ ?m u i m i~
Cau hoi va bai tap
25. Chon ngau nhién mét s6 nguyén dirong khéng 16n hon 50.

a) M6 ta khéng gian mau.

b) Goi A 1a bi€n c¢6 "S6 dwoc chon 1a s6 nguyén t6". Hay liét ké ciac két qua
thuéan loi cho A.

c¢) Tinh x4c suat cuia A.
d) Tinh x4c suit dé s& diroe chon nhd hon 4.
26. Chon ngau nhién mot sé nguyén dwong nhé hon 9. Tinh x4c suat dé :
a) S6 duoc chon 1a s6 nguyén to ;
b) S6 duoc chon chia hét cho 3.

27. Danh sach 16p cua Hurong duoc danh s6 tir | dé€n 30. Huong c6 s6 tha tur la 12.
Chon ngiu nhién mét ban trong 16p.

a) Tinh x4c suat dé Hudng duoce chon.

715
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b) Tinh xdc suat dé Huong khong duwoc chon.

¢) Tinh x4c sudt dé mot ban cé s6 thit twr nhé hon s6 thit tir cia Hudng
durge chon.

. Gieo hai con suc sac can doi.

a) Mé ta khéng gian mau.

b) Goi A 14 bién c6 "Téng s6 chAm trén mat xuat hién ctia hai con siic sac nhd
hon hoac bang 7". Liét ké cdc két qua thuan loi cho A. Tinh P(A).

¢) Ciing hoi nhir trén cho cdc bi€n c6 B : "C6 it nhat mot con siic sac xuat hién

mat 6 chAm" va ' : "C6 ding moét con siic sac xuét hién mat 6 chAm".

. Chon ngéiu nhién 5 nguoi cé tén trong moét danh sach 20 nguoi diroe danh s6

tir | dén 20. Tinh x4c suit dé 5 ngudi diwoce chon ¢é s6 thit tu khéng 16n hon
10 (tinh chinh x4c dén hang phin nghin).

Luyén tap

Chon ngau nhién 5 hoc sinh ¢6 tén trong moét danh siach dwoc dianh s6 thi tur tir
001 dén 199. Tinh x4c suat d€ 5 hoc sinh niy cé s6 thir tur :

a) Tir 001 dén 099 (tinh chinh x4c dén hang phan nghin) ;
b) Tir 150 dén 199 (tinh chinh xdc dén hang phan van).

. Mot tii dung 4 qua cau do, 6 qua cau xanh. Chon ngiu nhién 4 qua cau. Tinh

P e 2 - 2 - e ¥ 3 = fd - e
xac suat dé trong bon qua doé c6 ca qua mau do va mau xanh.

* . i - - = 1 "t - ~ L 1 - A % L
. Chiéc kim cua banh xe trong tro choi "Chiéc nén ki diéu” cé thé dimg lai o

mot trong 7 vi tri véi kha nang nhir nhau. Tinh x4c suit dé trong ba 14n quay,
chi€c kim cta banh xe d6 lan luot dimg lai & ba vi tri khdc nhau.

] - w, ] > et A *u # # A - i AT A ' A
. Gieo dong thoi hai con stc sac can doi. Tinh xac suat dé sé cham xuat hién

trén hai con stic sac hon kém nhau 2.
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' / CUON SACH TIENG VIET VE XAC SUAT - THONG KE
.1 XUAT BAN LAN PAU TIEN G NUGC TA

Vao n&m 1948 cudén sach "Théng ké thudng thiric"
duoc xuat ban tai chién khu Viét Bac, can cr dia clia cude
khang chién chéng Phap (1945 - 1954) clia dan téc ta. Tac
gid clia né 1a cé gido su Ta Quang Blru. Luc d6 6ng dang
gilr trong trach Thir trudng Bé Quéc phong.

Cuén sach day 81 trang. Do diéu kién khé khan cla
cudc khang chién lic d6 nén n6 dudc in trén giay xau,
mau vang nau, san xuat tai cac xudng th céng frong nui
ring Viét Bac. Cudn sach trinh bay cac kién thic ¢o ban
vé xac suat, théng ké va nhing Ung dung clia mén hoc
nay trong quan su. Trong L&i néi dau, tac gia viét :
"Cuéc thi dua yéu nudc dat van dé thong ké ra mét cach

Ta Quang Blu
(1910 - 1986)

cap bach. Thuat théng ké phai duoc phd bién. Khoa hoc théng ké phai dude nghién
ctru. Cac can bé cao cap phai biét dung théng ké, cac can bé trung cap phai biét lam

théng ké..."

Giao su Ta Quang Bl la
moét nha khoa hoc toan
nang, uyén bac, mét can
bd lanh dao cé tdm nhin
chién lugc vé cac van dé

LAGUANG BUU

khoa hoc va gido duc cla = e~
nudc nha, mot nhan cach ' THONGKE
16n véi 16i sbéng gian di | THU()NGTH@"C

trong sang. Trén cuong vi
Giam déc truong Pai hoc
Bach Khoa (1956 - 1961),
Bé truwdng Bo Pai hoc va
Trung hoc chuyén nghiép
(1965 - 1976) 6ng da co
nhing déng gép quan
trong trong céng cudc dao

ihas

tao dﬁl ngu can bdé khoa THIDLUS  YEUVE

hoc va xay dung nén Pai
hoc Viét Nam.
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CAC QUY TAC TINH XAC SUAT

Trong ti€t nay ta luén gia thi€t cdc bién c6 dang xét cung lién quan dé€n phép
thir T va cac két qua cua T 1a dong kha nang.

1. Quy tac cong xac suat
a) Bién c6 hop

Cho hai bi€n c6 A va B. Bién c6 "A hoac B xay ra", ki hiéu la
A U B, duoc goi 1a hop cua hai bién ¢6 A va B.

Néu Q, va Qp lan luot 1a tip hop cdc két qua thuan lgi cho A va B thi tap
hop cac két qua thuan loi cho A U B 1a Q, W Q.

Vi du 1. Chon ngau nhién moét hoc sinh trong trirdng em. Goi A 1a bién c6 "Ban
dé6 1a hoc sinh gidi Toan" va B 1a bi€n ¢6 "Ban dé 1a hoc sinh gidi Van". Khi dé

A U B 1a bi€n c6 "Ban d6 1a hoc sinh gioi Van hoac gidi Todn".
Mot c4ch téng quat :
Cho k bi€n c6 Ay, Ay, ..., A;. Bi€n c6 "Co6 it nhat mot trong cac
bién c6 Ay, Ay, .., A, xay ra", ki hiéu 1a A, U A, U...UA,;,
duoc goi 14 hop cua k bién ¢6 d6.
b) Bién ¢6 xung khac

Cho hai bi€n c6 A va B. Hai bi€n c6 A va B duoc goi la xung
khac n€u bi€n c6 nay xay ra thi bién c6é kia khéng xay ra.

Hai bi€n c¢6 A va B 1a hai bi€n c6 xung khac n€u vachinéu Q, N Q, =,

Vi du 2. Chon ngiu nhién moét hoc sinh trong trwrong em. Goi A 1a bién c6
"Ban dé 1a hoc sinh khoi 10", B 1a bi€n ¢6 "Ban d6 1a hoc sinh khéi 11", Khi
d6 A va B 14 hai bién ¢6 xung khac.

H1| Héi hai bién ¢6 A va B trong vi du 1 c6 phai la hai bién c¢6 xung khéac hay khéng ?
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¢) Quy tac cong xac suat

Dé tinh xdc suat ctia bi€n ¢6 hop, ta ciAn dén quy tac céng x4c suit sau day :

Néu hai bién c6 A va B xung khac thi x4c suit dé A hoic B xay
ra la

P(A U B)=P(A) + P(B). (1)

Vi du 3. M6t chi€c hop c6 chin the danh s6 tir | dén 9. Rit ngau nhién hai the
ro6i nhin hai s6 ghi trén hai thé véi nhau. Tinh x4c suit dé€ két qua nhan diroce
la mot s6 chan.

Gidi

Két qua nhan diroc 1a s6 chan khi va chi khi trong hai thé cé it nhat mot thé
dinh s6 chan (goi tat 1a thé chan). Goi A 14 bién ¢6 "Riit dwoc moét thé chan va
moét thé 1", B 1a bién c6 "Ca hai thé duoc rit 1a thé chan". Khi dé bién co6
"Tich hai s6 ghi trén hai thé 1a mét s6 chan" 1a A U B.

Do hai bién ¢6 A vA B xung khac, nén P(A U B) = P(4) + P(B). Vi ¢6 4 thé

chan va 5 thé 1é nén

ta co
P(A)_cgc!,,_zo P(B)_oi_ 6
T2 36 T2 36
Do dé
20 6 13
BiAA] By =E e O

Quy tac cong x4c suat cho nhiéu bién c¢6 duoc phat bi€u nhir sau

Cho k bi€n c6 A, A,,...., A, do6i mot xung khac. Khi dé

P(A, UA, U..UA,)=P(4) +P(4) + ..+ P(4). @

d) Bién co doi

Cho A 1a mét bién ¢6. Khi dé bién ¢6 "Khéng xay ra A", ki hiéu

la A, duoe goila bién ¢6 doi cua A.

Néu €, la tap hop cdc két qua thuan loi cho A thi tip hop cdc két qua thuan
lgicho A 1a Q\Q,. Tandi A vd A 1 hai bién c6 déi nhau.
79
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CHU Y
Hai bi€n c6 d6i nhau 14 hai bién ¢6 xung khac. Tuy nhién hai bién
c6 xung khac chwa chac 1a hai bién ¢6 d6i nhau. Chang han trong

vidu 2, A va B 12 hai bi€n c¢6 xung khac nhung khéng phai 12 hai
bié€n c6 déi nhau.

DINH LI

Cho bién c6 A. Xac suat ctia bién co doi A 1a

P(A)=1- P(A). (3)

Chitng minh

Kihitu §=A U A.Do A vi A 1a hai bién c¢6 xung khic nén theo cong thirc (1)
tacd P(S) = P( A)+ PA). R5 rang bi€n c6 8 luén luén xay ra nén § la bi€n co
chac chan. Vay P(S) = 1. Suy ra

P(A)=1-P(A) ]

H2| Xét vi du 3. Tinh xac suat d€ két qua nhan duoc la mét s Ié.

Vi du 4. Mot hép dung 4 vién bi xanh, 3 vién bi db va 2 vién bi vang. Chon
ngau nhién 2 vién bi.

a) Tinh x4c suat d€ chon dwoc 2 vién bi cling mau.

b) Tinh x4c suat dé chon durge 2 vién bi khdc mau.

Gidi

a) Goi A 1a bién ¢6 "Chon dwoc 2 vién bi xanh", B 1a bién ¢6 "Chon dwoc 2
vién bi d0", C 1a bi€n c¢6 "Chon duoc 2 vién bi vang" va H 1a bi€n ¢6 "Chon
dwoc 2 vién bi cuing mau". Tacé H = Aw B U C va cac bi€n c6 A, B, € déi
mot xung khac. Vay theo céng thite (2), ta c6

P(H) =P(A U B U C) = P(A) + P(B) + P(C).

2 2 2
c 6 2 3 2
Ta cé P(A) =2 =, BB PUC) =—2 =——
2 2 2
236 236 236
6 3 1 5
Vi P = + + =z .
+ B =3+ 35736~ 13
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b) Bién ¢6 "Chon dwoce 2 vién bi khiac mau" chinh 12 bién ¢6 H . Vay theo
cong thire (3), ta ¢6
5 13

B = 1= Bl i O

2. Quy tac nhan xac suat
a) Bién co6 giao

Cho hai bién c¢6 A va B. Bién ¢6 "Ca A va B cung xay ra", ki hiéu
14 AB, duoc goi 1a giao cua hai bién c6 A va B.

Néu Q, va Q, lan lugt 1a tap hop cac két qua thuan lgi cho A va B thi tap
hop cac két qua thuan loi cho AB la Q, M Q.
Vi du 5. Chon ngiu nhién moét hoc sinh trong trrong em. Goi A 1a bién cé
"Ban dé 1a hoc sinh gidi Toan", B 1a bién ¢6 "Ban d6 1a hoc sinh gidi Van".
Khi d6 AB la bién c¢6 "Ban d6 1a hoc sinh gioi ca Van va Toan".
Mot cdch téng quat
Cho k bién c6 A, Ay, .., A, . Bi€n c6 "Tat ca k bi€n co
A Ay, o A déu xay ra”, ki hiéu 1a A/A, ... A, duoc goi la
giao cua k bién co dé.
b) Bién co doc lap
Hai bién c6 A va B duogc goi la doc lap véi nhau n€u viéc xay ra
hay khéng xay ra ctia bién ¢6 nay khoéng lam anh huéng téi xdc
suat xay ra cua bi€n co kia.
Vi du 6. Xét phép thir T 13 "Gieo moét déng xu lién ti€p hai 1an". Goi A 1a bién
c6 "Lan gieo thit nhit déng xu xuat hién mat sap"”, B 1a bién ¢6 "Lan gieo
thir hai déng xu xuét hién mat ngtra”. Khi dé6 A va B 1a hai bién c6 doc lap
véi nhau.
Nhdn xét. Néu hai bién c6 A, B doc lap véi nhauthi A va B ; A viB; Ava
B ciing doc lap véi nhau.
Mot c4ch téng quat :

Cho k bi€n c6é A}, Ay, ..., A, : k bién c6 nay duge goi la doc lap

v6i nhau néu viée xay ra hay khong xay ra ctia méi nhém bién
c6 tuy v trong cic bi€én c6 da cho khéng lam anh huéng téi xac
suit xay ra cua cac bién c6 con lai.
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¢) Quy tac nhan xac suat

Dé tinh xdc suat ctia bién ¢6 giao, ta cAn dén quy tac nhan x4c suit sau day.

Néu hai bi€n c6 A va B doéc lap véi nhau thi
P(AB) = P(A)P(B). (4)

Nhdn xét. Tir quy tac nhin xdc sudt ta thAy : N€u P(AB) = P(A)P(B) thi hai
bi€n c6 A, B khong doc lap véi nhau. Nguwoce lai néu ¢6 (4) thi A va B 1a hai
bi€n c6 déc 1ap véi nhau.

H3| Cho hai bién c6 A va B xung khéc.

a) Chumg t6 rang P(AB) = 0.
b) NéuP(A) > 0 va P(B) > 0 thi hai bién c6 A va B c6 dbc lap vdi nhau khéng ?

Vi du 7. M6t chiéc may c6 hai déng co I va Il hoat déng déc lap véi nhau.
X4c suit dé dong co I va dong co I chay t6t 14n lrrot 13 0,8 va 0,7. Hay tinh
x4c suat dé :

a) Ca hai dong co déu chay t6t ;
b) Ca hai déng co déu khong chay tét ;
c) C6 it nhat mét déng co chay t6t.
Gidi
a) Goi A 1a bi€n c6 "Doéng co I chay tét", B 1a bi€n c6 "Doéng co II chay tét",
C 12 bi€n ¢6 "Ca hai déng co déu chay tét". Ta thidy A, B 1a hai bi€n cé doc lap
voi nhau va C = AB. Theo c6ng thitc (4), ta c6
P(C) = P(AB) = P(A)P(B) = 0.8 . 0.7 = 0.56.

b) Goi D 1a bién ¢6 "ca hai dong co déu khéng chay t6t". Ta thdy D= A B.
Hai bi€én c6 A va B doc lap véi nhau nén

P(D)=P(A)P(B)=(1-P(A) (1 -P(B))=0,2.03=0,06.
c) Goi K 1a bién ¢6 "cé it nhat mot dong co chay t6t”, khi d6 bién c6 déi cua K
la bi€n co D.
Do dé P(K)=1-P(D)=1-0,06=094. O

Quy tac nhan x4c suat cho nhiéu bi€n ¢6 dwgce phat bi€u nhir sau :

Néu k biéncé A, A,, ..., A, doc lap véi nhau thi
P(A A, ... A) = P(A)P(4,) ... P(4,). (5)
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Cau hoi va bai tap

34. Gieo ba déng xu can d6i mot ciach doéc lap. Tinh x4c
suat dé :

a) Ca ba déng xu déu sip ;

b) C6 it nhit moét dong xu sip ;

c¢) C6 ding moét déng xu sip.

35. Xic suat ban triing héng tam cltia mot ngudi ban cung
[2 0,2. Tinh xdc suat dé trong ba 1an ban déc lap :

a) Neudi d6 ban tring héng tAm ding mot lan ;

b) Neudi dé ban triing hong tAm it nhat mot 1an.,

36. Gieo hai déng xu A va B mot cach doc lap. Péng xu A ché tao cidn d6i. Péng
xu B ché tao khoéng cin d6i nén x4c suit xuit hién mat sap gip ba lan xic suit
xuat hién mat ngtra. Tinh x4c suét dé :

a) Khi gieo hai déng xu moét 14n thi ca hai déng xu déu ngtra ;

b) Khi gieo hai déng xu hai l14n thi hai 14n ca hai déng xu déu ngira.

37. Trong moét bai thi trac nghiém khach quan ¢6 10 cau. Méi cau ¢6 5 phuong 4n
tra 101, trong d6 chi cé moét phuwong dn diing. Mot hoc sinh khéng hoc bai nén
lam bai bang cich véi mbi cau déu chon ngiu nhién mot phwong 4n tra 10i.
Tinh x4c suat dé hoc sinh d6 tra 16i khéng ding ca 10 cau (tinh chinh x4dc dén
hang phan van).

B _.;..E_.,..m R ﬁ ; r— = S a2 - 7 E
“%ﬁ /SU DUNG MAY TINH BO TUI TRONG TINH TOAN

./ T8 HOP VA XAC SUAT

Khi giai cac bai toan t6 hop va xac suat, chung ta thudng phai tinh cac biéu thirc sé
cé chira cac s6 dang n” ,n 'Af? ij. May tinh bd tui 1a mét céng cu ho trg dac luc
cho ta khi phai thuc hién cac tinh toan nay.

Déi v6i may tinh CASIO f-500 MS cach dung nhu sau :

1) D& tinh n* ta lan luct an
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Vidu 1. Tinh 4'% Talan luot an
AR E
Trén man hinh hién két qua 1048576.
2) Dé tinh n! ta lan lugt an
n [SHIFT] | x!

Vi du 2. Tinh 8!. Ta lan lugt 8n

8 ISHIFT] |x!| [=

Trén man hinh hién két qua 40320.

3) Dé tinh A} talan lugt&n

n [SHIFT| pP k| =

Vidu 3. Tinh Ajs. Talan luot 4n

15[SHIFT] hPr |3 |=

Trén man hinh hién két qua 2730.

4) P& tinh C* ta 14n luot &n

nnCr k| =

Vi du 4. Tinh C[,. Ta I4n luct &n

14 |InCq 7|=

Trén man hinh hién két qua 3432.

Vi du 5. Tinh hé s6 clia x° trong khai trién (x - 2)"?.

He s6 d6l1a C192'%. Muén tinh s6 nay ta Ian lugt &n
19 [nCq10[x|2 [ 10[=

Trén man hinh hién két qua 94 595 072.

Vi du 6. Chon ngau nhién 5 quan bai. Tinh xac suat dé trong 5 quan bai dé ta cé mét
bo. (Xem vi du 6. §4).

T i 5 6 - o A n‘ T
Xacsuatdola P = —=—- Pé tinh sé nay ta lan Iugt an
=
32

624 |=| 52 nCn 3|=

Trén man hinh hién két qua 0,000240096. Vay P =~ 0,00024.
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38.

40.

41.

Luyen tap

C6 hai hom dung thé, méi hom dung 12 thé dinh s6 tir 1 dén 12. Tir m6i hom

rit ngau nhién mot thé. Tinh x4c suat dé trong hai thé riit ra ¢6 it nhat mot thé
danh s6 12.

. Cho hai bi€n c6 AvaB voi P(A) =03 ; P(B) =04 va P(AB) = 0,2. Hoi hai bién

c6 AvaB co
a) Xung khac hay khoéng ?
b) Poéc lap véi nhau hay khoéng ?

Trong moét tro choi dién tir, x4c suat dé An thang trong mot tran 1a 0.4 (khéng
c6 hod). Hoi An phai choi t6i thi€u bao nhiéu tran dé xdc suit An thang it
nhét mét tran trong loat choi d6 16n hon 0,95 ?
Gieo hai con stic sac can d6i mot cdch doc lap. Tinh x4c suét dé téng s6 chdm
trén mat xuAt hién cta hai con siic sac bang 8.

. Gieo ba con stic sac c4n d6i mot cdch doc 1ap. Tinh xdc suit dé€ téng s6 chim

trén mat xuAt hién cta ba con siic sac bang 9.

G g : _,.f‘ A
d;‘ S
'[-U-:-“'-g*ﬁ %%':

OY

[ . . e
'l XACSUATVASGT

1

e

o

1. Bing mot chiéc kim ta cé thé tinh gin ding sé =

Trén mat phang ta ké cac dudng thing song song cach déu
nhau mét khodng cach d. LAy mét chiéc kim ¢ chiéu dai la

g. Tung chiéc kim dé moét cach ngau nhién 1én mat phing,

nha toan hoc Phap Buyp-phéng (Buffon) da chi ra rang xac
suat dé chiéc kim cat mét trong cac dudng thing da vé la

1

==

Bay gid ta tung chiéc kim nay N lan va gia sir ¢ k lan chiéc
kim cat mét trong cac dudng thdng da vé. Vi tan suat

k 1 N
=—=p=—nhnéntasuyra m= —-
f=xn=r=3 ¥ k
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Buyp-phéng da thi nghiém bang cach tung mét chiéc kim 2212 lan va thu dugc
704 1an chiéc kim cat mét trong cac dudng thing da vé. Do do
2212

o T AT
T Hag &

Sau d6, nha toan hoc Piéc-xon (Pearson) da tung mét chiéc kim nhiéu lan hon va
tim duoc =~ 3,1415929. Néu ting sé |an tung chiéc kim lén thi sé tinh gan dung sé

1 vdi do chinh xac cao hon.

2. Mot tinh huéng khac cé xuat hién so =

Né&u ta chon ngau nhién hai sé thuc x va y trong khodng (0 ; 1) thi ¢6 thé chimg minh
duoc réng xac suit dé ba sé x, yva | [a d6 dai ba canh clia mét tam giac nhon béng
4 = Tl: - [ . n.= . . - ~F . -~ - A n .
o Ban hay mdi nhiéu ngudi (cang nhiéu cang tét) va yéu cau maoi nguci chon
|ay hai s duong trong khoang (0 ; 1). Sau dé, ban yéu cdu méi ngudi kiém tra xem
hai s6 d6 va sé 1 ¢ 1a d6 dai ba canh clia tam giac nhon khéng. Gia st cé n ngudi
ndi "cé" va m ngudi ndi "khéng". Vi tan suadt fxap xi xac sudtnén

M i B A n 4m
[= = Tudéo m=~4|1- = .
n+m 4 n+m n 4+ om

Ban khéng tin hay thir thi nghiém xem sao !

BIEN NGAU NHIEN ROIRAC

1. Khai niém bién ngau nhién roi rac

86

Vi du 1. Gieo déng xu 5 l4n lién tiép. Ki hiéu X 13 s6 14n xuét hién mat ngira.
Dai lirong X c6 cde dac di€m sau :

— Gi4 tri ciia X 1a mét s6 thude tap {0, 1, 2, 3, 4, 5} ;

— Gid tri cua X 1a ngau nhién, khéng doan truede duoc.

Ta néi X1a mot bi€n ngau nhién rdi rac.

Mot cach khai quat :
Dai lwong X duoc goi 1A mot bién ngau nhién roi rac néu né
nhén gia tri bang s6 thudéc moét tap hitu han nao dé va gia tri Ay la
ngau nhién, khéng du dodn truée duoc.
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2. Phan bé xdc suit cua bién ngau nhién roi rac
Gia str X 1a mét bi€n ngau nhién rdi rac nhan cdc gia tri {x;, xy, .., x, }. DE
hi€u r3d hon vé X, ta thudng quan tam dén xdc sudt d€ X nhén gid tri x, tic 1A

cdc 86 P(X=x, )= p, v6ik=1,2,..,n.

Céc théng tin vé X nhir vy duge trinh bay duwréi dang bang sau day :

X X X5 s X

P pl pz p_r;

Bang |
Bang 1 duoc goi 1a bang phan bé xac suat cua bién ngau nhién roi rac X.
Neudi ta chitng minh duoe rang trong bang 1, tong cic s6 & dong thir hai bang
pp+p+t..+p, =1

Vi du 2. S6 vu vi pham luit giao théng trén doan dudng A vao t6i thir bay
hang tuin 1a mét bién ngau nhién roi rac X. Gia sir X c¢6 bang phan bé xic suét

nhu sau :
X 0 | 2 3 4 5
P 0,1 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1
Bing2

Nho bang 2 ta biét dwoc chang han xdc suét d€ 61 thit bay trén doan dudng A
khong c¢6 vu vi pham luat giao théng ndo 13 0,1 v x4c suat dé xay ra nhiéu

nhAt mo6t vu vi pham luat giao théng 1a 0,1 + 0,2 = 0,3.

H1| Tinh xac suét dé t6i thir by trén doan duong A :

a) Co hai vu vi pham luat giao thong ;
b) Coé nhiéu hon ba vu vi pham luét giao thong.

Vi du 3. Mot tii dung 6 vién bi do va 4 vién bi xanh. Chon ngau nhién 3 vién
bi. Goi X 1a s6 vién bi xanh trong 3 vién bi dwroc chon ra. R6 rang X 1a bién

ngau nhién rdi rac nhin gia tri trong tap {0, 1, 2, 3}.
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Dé 1ap bang phan b6 x4c suit cia X ta phai tinh cdc x4c suit P(X = 0), P(X= 1),
P(X=2) va P(X=3).

- =, ” Y 3
S6 truong hop co6 the la Cj; = 120.

Ta c6 P(X = 0) 1a xdc suit chon duoge ca 3 vién bi db. S6 cach chon 3 vién bi

do1a C =20.Vz’_‘1yP(X=O):%:%.

Ta ¢6 P(X = 1) 13 x4c suit dé chon dwoc 1 vién bi xanh va 2 vién bi d6. Ta cé

C!l = 4 cach chon 1 vién bi xanh va Cg = 15 cach chon 2 vién bi d6. Theo

quy tac nhan, ta ¢6 4.15 = 60 cach chon 1 vién bi xanh va 2 vién bi db. Vay

0 _ 1 -

P(le)zm— 2

H2| Hay tinh P(X = 2) va P(X = 3) r6i Iap bang phan bé xac suét ctia X

3. Kivong

88

DINH NGHIA

Cho X 1a bi€n ngiu nhién roi rac véi tip gida tri 1a
{x, %5, ..., x, }. Ki vong cua X, ki hiéu 1a E(X), 1a mot s6 dwoc

tinh theo cong thiic

n
E(X) = P T Xpy Tt X, P, = Z"Tr'p:' ’
i=1
5d6 p, = P(X = x),G=1,2, ..,n).

Y nghia : E(X) 12 mot s6 cho ta mot ¥ niém vé d6 16n trung binh cia X. Vi thé
ki vong E(X) con duac goi 1a gia tri trung binh cua X.

Nhdn xét. Ki vong cua X khéng nhat thiét thuée tip cdc gia tri cuia X

Vi du 4. Goi X 1a s6 vu vi pham luit giao théng trong dém thir bay ¢ doan
duwong A ndi trong vi du 2. Tinh E(X).

Giai

Tac6 E(X)=0.01+1.02+2.03+3.02+4.0,1+5.0,1 =2,3.
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(Nhu vay & doan dudng A méi t6i thit bay ¢6 trung binh 2,3 vu vi pham luat
giao théng). O

4. Phuong sai va do léch chuan
a) Phuong sai

DINH NGHIA

Cho X1a bién ngau nhién roi rac véi tap gid tri la {x;, xy, ..., x,}.
Phuong sai cuia X, ki hiéu la V(X), 1a moét s6 diroe tinh theo cong thire
V(X)=(xy = )’ pp +(xp = )’ py + -+ (x, - ),

i
= Z(J}' R ﬂ)zﬂ-,
i=1

§dé p=P(X=x) (i=1,2, ..., v u=EX).

Y nghia : Phuong sai 12 moét s6 khéng am. N6 cho ta mot ¥ niém vé mic do
phin tan cic gia tri cia X xung quanh gia tri trung binh. Phuong sai cang 16n
thi do phan tdn nay cang 16n.

b) Po léch chuan

DINH NGHIA

Can bac hai cua phuong sai, ki hiéu 1a o(X), dwoc goi 1a do léch

chuan ctia X, nghia 13
o(X) = JV(X).

Vi du 5. Goi X 1a s6 vu vi pham luat giao théng vao téi thir bay néi trong vi du 2.

Tinh phwrong sai va d6 léch chuan clia X.

Giai

Tuvidudtacé u=E(X) =23 Tiucong thae tinh phirong sai, ta c6

VX =(0-23)".0,1 +(1-23)*.02+(2-23/.03+(3-23)>.02
+(4-23)%.01+(5-23).01=201.

Do lech chudn I o(X) = 42,01 ~ 1,418 -
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CHU Y

C6 thé chitng minh dirge rang

VX =Y x pi—p’. (1)
=1

Trong thue hanh, ta thudng diung céng thirc (1) dé tinh phuong sai.

Vi du 6. Dung coéng thite (1) dé tinh phuong sai clia s& vu vi pham luat giao
théng trong vidu 2, ta cé

VX) = 02.0,1 +12.0,2+ 22.0.3 +3%.0,2 + 4%2.0,1 + 52.0.1 — (2.3)*> = 2,01.

Cau haoi va bai tap

43. Mot cude diéu tra duge ti€n hanh nhur sau : Chon ngau nhién mét ban hoc sinh

trén dudng va héi xem gia dinh ban dé ¢6 bao nhiéu ngudi. Goi X 1a s6 nguoi
trong gia dinh ban hoc sinh d6. Hoi X ¢6 phai 1a bi€n ngiu nhién rdi rac khéng ?
Vi sao ?

44. Chon ngau nhién mot gia dinh trong s6 cac gia dinh ¢é ba con. Goi X1a s6 con

trai trong gia dinh d6. Hay l4p bang phan b8 xdc suit ctia X (gia thiét rang x4c
suit sinh con trai 1a 0,5).

45. S6 ca cp citu 6 mot bénh vién vao t6i thir bay 1a mét bién ngau nhién roi rac X

cé bang phan boé xac suit nhur sau :

X 0 1 9 3 4 5

0,15 0.2 0,3 0.2 0,1 0,05

Biét rang, né€u c6 hon 2 ca c4p citu thi phai tang cuwdng thém béc s truc.
a) Tinh x4c suit dé phai tang curong thém béc si trire vao t6i thit bay.

b) Tinh xdc suit dé xay ra it nhit mot ca cAp ciru vao téi thir bay.

46. S6 cudc dién thoai goi dén mot téng dai trong khoang thdi gian 1 phit vio
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bubi trura (tir 12 gid dén 13 gid) 13 mot bién ngdu nhién roi rac X cé bang phan
b6 x4c sudt sau :
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X

0

1

2

3

4

5

P

0,3

0,2

0,15

0,15

0,1

0,1

Tinh x4c suit dé trong khoang thoi gian tir 12 gid 30 phit dén 12 gid 31 phut
c6 nhiéu hon 2 cudce goi.

47. Tinh ki vong, phuong sai va do léch chuin ctia bi€n ngiu nhién rdi rac X trong
bai tip 44 (tinh chinh x4dc d€n hang phan tram).

48. Tinh ki vong, phurong sai va do léch chuin ctia bi€n ngiu nhién rdi rac X trong
bai tip 45 (tinh chinh x4c d€n hang phan tram).

49. Tinh ki vong, phurong sai va do 1éch chuin ctia bi€n ngiu nhién rdi rac X trong
bai tap 46 (tinh chinh xdc dén hang phan tram).

JLIEN HE GIDA BIEN NGAU NHIEN ROI RAC
" VA THONG KE

Xét dau hiéu X v6i tap gia tri hitu han { x;, x5 ,..., x, }. Gia s(r trén mét mau diéu tra

kich thudc N vé dau hiéu X, ta thdy cé n; sé liéu co giatri x; (1 =1,2.....n), tlc la
. . r - - -~ aF - . p . 1 f'T
giatri x, c6tansé n, . Tansuatcua giatri x, l1a f = E"

Khi d6 bang phan bé tan suat clia mau sé liéu trén 1a

Giatri x X ) L
Tan suét f h bH o
Cé thé coi ddu hiéu X néi trén la mét bién ngau nhién rdi rac véi tap giatr { x;, x5 ..., x, }.
Gia sUr phan b6 xac sudtcla X 1a
X Xy X, X
P Pi ” Pn

Chung ta da biét rang tan suat f. la moét gia tri gan dung cla xac suat p, . Do d6

béng phan bé tan suét cta mau s6 liéu cho ta mot "hinh énh" gan dung vé bang
phéan b6 xac suat ctia X.
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30.

S1.

S2.

92

Nhu vay, sé frung binh cia mau sé liéu la mét gia tri gan dung cta ki vong ctia X.
Tuong tu, phuong sai clia mau sé liéu |a

i i ('r"' B T)z n n
r- = 25 =B = 2Oy = V)

=1

5

N

i=1

& do 1= EX).

Vay phuong sai va dé léch chuén ctia mau sé liéu la cac gia tri gan dung cda
phuong sai va dé léch chuén cia X

Luyén tap

Chon ngiu nhién 3 dita tré tir mét nhém tré gbm 6 trai va 4 gdi. Goi X 1a s6 bé
gil trong s6 3 dira tré duoc chon. LAp bang phan b6 xdc suit cta X.

S6 don dat hang dén trong moét ngay & moét coéng ti van tai 1a moét bi€én ngau
nhién rdi rac X cé bang phin bé xac suit nhur sau :

X 0 | 2 3 4 S

P 0,1 0,2 0,4 0,1 0,1 0,1

a) Tinh x4c suat dé s& don dat hang thudc doan [1 ; 4].
b) Tinh x4c suit dé cé it nhat 4 don dat hang dé€n céng ti d6 trong mot ngay.
c¢) Tinh s6 don dat hang trung binh dén céng ti d6 trong mét ngay.

Cho bién ngau nhién rdi rac X c6 bang phan bé xac suat nhir sau :

X 0 l 2 3 4 5 6 7 8 9

P 0,01 {005 O1 |0,1410,18 [ 0,25]0,15]0,07 | 0,04 | 0,01

a) Tinh P(2 < X< 7).
b) Tinh P(X > 5).
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53. Cho bi€én ngau nhién roi rac X c6 bang phan bé xac suit nhur sau

X 0 l 2

3
1 15 21 3
28 | 56 56 14

P

Tinh E(X), V(X) va o(X) (tinh chinh xdc d&n hang phan nghin).

54. Cho bién ngau nhién rdi rac X cé bang phan bé xac suét nhwr sau :

X 15 18 21 24

p B 2T 15 l
14 36 56 28

Tinh E(X), V(X) va o(X) (tinh chinh xdc dén hang phan nghin).

Cau hoi va bai tap on tap chuong II
55. Tircdc chirs6 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 thé 1ap dwroc bao nhiéu s6 chan c¢é ba chir s6
(khong nhat thiét khiac nhau) ?
56. Tircéac chits6 1, 2, 3,4, 5 c6 thé lap nén bao nhiéu s6 chan cé ba chit s6 khdc nhau ?
57. Xét so d6 mang dién (h. 2.4) c6 9 coéng tac, trong d6 mbi cong tac c6 hai trang
thai déng va mo.
a) Hoéi mang dién c6 thé ¢6 bao nhiéu cdch déng - m& 9 cong tac trén ?

b) Hoi mang dién c6 bao nhiéu cdch déng - m& 9 coéng tac trén dé théng mach
tir A d€n B (tirc 14 c6 dong dién ditir A dén B) ?

P
o
A / / B
P A
iy / ’
d
P
Hinh 24

58. Trong khéng gian cho tip hop gém 9 di€ém trong dé khong c6 4 diém nio
dong phang. Hoi c6 thé 1ap dwoc bao nhiéu ti dién véi cdce dinh thude tap hop
da cho ?
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a9

60.
61.

64.

65.

66.

Mot cau lac bo ¢6 25 thanh vién.
a) C6 bao nhiéu cach chon 4 thanh vién vao Uy ban Thuong truc ?
b) Cé bao nhiéu cach chon Chu tich, Phé Chi tich va Tha quy ?

Tim heé s6 cta x°y’ trong khai trién ctia(Gx + 2y)!" .

Chon ngiu nhién moét s6 trr nhién bé hon 1000. Tinh x4c suit dé s6 dé :
a) Chia hét cho 3 ;
b) Chia hét cho 5.

. Chon ngau nhién 5 quéan bai trong ¢ bai ti lo kho gébm 52 quén bai. Tinh xdc

suat dé trong 5 quéan bai ndy c¢é quan 2 r6, quin 3 pich, quan 6 co, quin 10
nhép va quan K co.

. Chon ngiu nhién 5 quén bai trong ¢6 bai ti lo kho géom 52 quén bai. Tinh x4c

suat dé trong 5 quan bai ndy c6 it nhat mét quan 4t (tinh chinh xdc dén hang
phan nghin).

C6 hai hom, moéi hom chita 5 tdm thé d4nh s6 tir 1 dén 5. Rit ngau nhién tir
mbi hom moét tAm thé. Tinh x4c suat dé téng cdc s6 ghi trén hai tAm thé rit ra
khéng nho hon 3.

C6 ba hom, moéi hom chita 5 tAm thé danh sé tir 1 dén 5. Rat ngau nhién tir
mo6i hom mot tAm thé. Tinh x4c suat dé :

a) Tong cac s6 ghi trén ba tAm thé riit ra khéng nhé hon 4 ;
b) Téng céc s6 ghi trén ba tAm thé rit ra bang 6.

S6 16i danh may trén moét trang sdch 14 moét bién ngiu nhién rdi rac X cé bang
phin bé xac suét nhir sau :

X 0 1 2 3 4 5

P 0,01 0,09 0,3 0,3 0,2 0,1

- # at >
Tinh xac suat dé :

a) Trén trang sich c6 nhiéu nhat 4 16i ;
b) Trén trang sich c6 it nhat 2 16i.

67. C6 hai tai : tii thir nhat chira ba tAm thé danh s6 1, 2, 3 va tai thit hai chita bén
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tAm thé danh s6 4., 5, 6, 8. Rit ngAu nhién tir moéi tii mot tAim thé roi cong hai
s6 ghi trén hai tAim thé v&i nhau. Goi X 1a s6 thu duoc.

a) Lap bang phan b6 xac suit cua X
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68.

69.

70.

71.

b) Tinh E(X).

Mot nhém ¢6 7 ngudi, trong dé g6m 4 nam va 3 nit. Chon ngiu nhién 3 ngudi.
Goi X 1a s6 nir trong 3 ngudi diroe chon.

a) Lap bang phan b6 x4c suit cia X.

b) Tinh E(X) va V(X) (tinh chinh xdc dén hang phan tram).

Bai tip trac nghiém khach guan

Trong cdc bai tir 69 dén 73, hay chon két qua ding trong cdc két qua da cho.
Trong cdc s6 nguyén tir 100 dén 999 s6 cac s6 ma cac chir s6 clia né tang dan
hoac giam dan (ké tir trdi sang phai) bang

(A) 120 ; (B) 168 ; (C) 204 ; (D) 216.

Mot doi xay dung gém 10 céng nhan, 3 ki sir. Dé 1ap mot t6 céng tic, can
chon moét ki sir [Am t6 trudng, mot cong nhan lam t6é phé va 5 céng nhan [Am
t6 vién. Hoi ¢6 bao nhiéu cidch chon ?

(A) 3780 ; (B) 3680 : (C) 3760 ; (D) 3520.

Véi cdce chirs6 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢6 thé lap diroc bao nhiéu s6 chan gém 5 chit
s6 d6i moét khac nhau (chir s6 dau tién phai khac 0) ?

(A) 1250 ; (B) 1260 : (C) 1280 (D) 1270.

. He s6 ctia x” sau khi khai trién va rit gon da thic 13

A+ +d+ 00+ 1+ 0",
(A) 3001 : (B) 3003 ; (C) 3010 (D) 2901.

Hai xa thli doc lap vé&i nhau cing ban vio mét tAm bia. Mi ngudi ban mot
vién. X4c sudt ban tring ctia xa tha thit nhat 1A 0.7 ; cta xa tha tha hai 13 0.8

Goi X 12 s6 vién dan trung bia. Tinh ki vong cua X.

(A) 1.75; (B)15; (C) 1.54 ; (D) 16

95

baitap365.com



DAY SO . CAP SO CONG vA CAP s0 NHAN
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DAY s0.
CAP sO cOnG vA cAP sd nHAN

Chuong nay gidi thidu mét logi ham s méi - Day &6, va
ddng thi gitip hoc sinh tim higu mot 8 vén dé don gidn
xung quanh hai loai ddy s6 déc biét - Cap 86 cong va
c¢dp 88 nhén. Clng trong chuong ndy, chlng ta sé [am
quen véi mot phuong phap ching minh méi - Phuong
phdp quy nap todn hoc.

Hi vong rding, viéc van dung kién thic trong chuong dé
giai quyét cac bai toan dugc dét ra & cadc mdn hoc ¢ling
nhu trong thue & cude sdng sé mang lai nhidu diéu bé
ich va li th.
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 PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

1. Phuong phap quy nap toan hoc

Trong nhiéu linh vue khic nhau ctia todn hoc (s6 hoc, dai s6, hinh hoc,
giai tich, ...), ta thudng gap nhiing bai todn v&i yéu ciu ching minh ménh dé
chita bién A(n) 14 mot ménh dé ding véi moi gi4 tri nguyén duong ctia biénn.
Xét bai toan : Chimg minh rang véi moi s6 nguyén duong n, ta luén cé
nin+ 1n + 2)

3

12+23+ ... +nn+1) = (1)

H1| a) Hay kiém tra dang thae (1) khin = 1.

b) Em c6 thé kiém tra dang thure (1) v8i moi gia tri nguyén duong ctia n hay khéng ?

Nhan théy, ta c6 thé chitng minh duge khang dinh sau :

"Véi k 1a mot s6 nguyén duong tuy y, néu (1) da ding khi n = k thi né ciing
diang khin =k +1."

Diéu d6 c6 nghia la : "Néu ta di cé

k(k + 1)k + 2)

12423+ . tk(k+1) = : 2)
thi ta cling s€ co
{ Bl 0B AL TV Ok D4 DY = (k+1)(k§2)(” 3)"
That vay, theo (2) ta cé
12423+ . +k(k+ D)+ (k+ D(k+2) = k(“g(k”) + (k+ 1Dk +2)
D+ 2k +3)
3

Nho viéc kiém nghiém (1) ding khi n = 1 va két qua vira chitng minh trén, ta
c6 thé suy ra (1) ding véi moi gia tri nguyén duong ctia .
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That vay, vi (1) ding khi n = 1 nén theo két qua vira ching minh trén, né
ciing ding khi n = 1 + 1 = 2. Tuong tv nhu thé, vi ding khi n = 2 nén né
sé ding khin =2 + 1 =3 ; va do dd diing khi n» = 3 nén né phai ding khi
n=3+1=4;...Tép tuc qua trinh suy luin do, ta di dén két luan (1) ding
v6i moi gia tri nguyén duong cua n. Bai toan duoc giai quyét.

Mot cach khai quat :

Dé chitng minh ménh dé chita bi€n A(n) 14 mot ménh dé ding véi moi gid tri
nguyén duong cua n, ta thue hién hai bude sau :

e Budée 1 (huoc co sd, hay buoc khoi dau). Ching minh A(n) 12 mét ménh dé
ding khin =1.

e Buée 2 (huoc quy nap, hay buoc "di truyén”). VGi k 1a mot s6 nguyén duong
tuy v, xudt phat tir gia thi€t A(n) 1a mo6t ménh dé ding khi n = k, chitng minh
A(n) ciing 12 mét ménh dé ding khin =k + 1.

Nguoi ta goi phuong phap chitng minh vira néu trén la phuwong phap quy nap
toan hoc (hay con goi tat 1a phuong phdap quy nap). Gia thi€t duoc néi tGi &
buée 2 goi la gid thiét quy nap.

Mot s6 vi du ap dung
Vi du 1. Chitng minh rang v&i moi s6 nguyén duong n, ta luén cé

2 2
P e pew = ”(”:1) - (3)

Gidi

Ta s€ giai bai todn bang phuong phdp quy nap.

e Véin=1,tacbd

Pa+n”
A

3

[Tez ] =
Nhu vay, (3) duing khin = 1.

e Gia sir (3) dung khin =k, k € N*, tiic 1a

K (k +1)°
4 ¥

ta s€ chiing minh né ciing dung khin =k + 1, tic la

(k+ 1D’k +2)°
4

13+23+...+k3 =

PP e Py =
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That vay, tir gia thi€t quy nap, ta c6

. Dy o axD |
¥ L rk a1 = “}‘;1) AT
1 2 3 2 2
. P B gy o MERT RS
4 4
Vay (3) ding v6i moi s6 nguyén duong n. ]

H2| Chang minh rang voi moi sé nguyén duong n, ta ludn co

l+3+5+..+Q2n-1) = n*

H3| Chirng minh rang véi moi s6 nguyén duong n, ta ludn co

fr(tihrg - 1)

12+324 . +n-1?% = ;

CHU Y

Trong thuc t€, ta con gap cdc bai todn véi yéu cau chitng minh
ménh dé chita bi€n A(n) 14 mét ménh dé ding véi moi gia tri
nguyén duong n = p, trong dé p 1a moét s6 nguyén duong cho trude.
Trong trudng hop nay, dé giai quyét bai todn dat ra bang phuwong
phdp quy nap, & bude 1 ta cAn chitng minh A(n) 12 ménh dé ding
khi n = p va & bude 2, cidn xét gia thiét quy nap vdéi k la s6 nguyén
duong tuy v 16n hon hoac bang p.

Vi du 2. Chitng minh rang v6i moi s6 nguyén duong n > 3, ta luén c6
2" > 2n+ 1. (4)

Gidi
Ta s€ giai bai todn bang phuong phip quy nap.
e Voin=3,tacod

2" =2%=8 va Mm+1=23+1=1.
Ro rang 8 > 7, va do do6 (4) dung khin = 3.
e Giastr (4) dung khin=k , ke N* va k= 3, titc 1a

P Pl d,

ta s€ chimmg minh né ciing ding khin =k + 1, tic la

M S 2+ 1)+ 1.
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2

8.

100

That vay, tir gia thi€t quy nap, ta cé
2I:+l

Viy (4) dung v6i moi s6 nguyén duong n = 3.

Cau hoi va bai tap

Chitng minh rang véi moi s6 nguyén duong n, ta luén cé dang thire sau :

L+ 243 gl = w-

Chitng minh rang véi moi sé nguyén duong 2, ta luén cé dang thic :

2nin+ 1)2n + 1) _
3

22 £4%2 & 4+ 2n)? =

Chitng minh rang véi moi s& nguyén duong n, ta luén cé bit dang thiic

1+L+...+L¢:2\E.

V2 Jn

Chitng minh rang véi moi s6 nguyén n > 2, ta luén cé dang thitc sau :

)

Cho n 1a mét s6 nguyén 16n hon 1. Hay chitng minh bat dang thic sau ;

1 1 l 13
_I_

+ RO S
n+1 n-+2 n 24
51—24_3b¢—|

V61 méi s6 nguyén duong n, dat u, = 7.2

moi s6 nguyén duong n, ta luén c6 u,, chia hét cho 5.

Cho s6 thue x > — 1. Chitng minh rang

(14+x)" = 14nx

v6i moi s6 nguyén duong n.

> §8%s 22+ 1)= 4k+2 > 2k4+3 = 2+ 1)+ 1.

O

. Chitng minh rang véi

Mot hoc sinh chitng minh ménh dé "V&i k 12 mot s6 nguyén duong tuy y, néu

8 + 1 chiahétcho7 thi 8" +1 cting chia hét cho 7" nhur sau :
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Tacé: 8*14+1=88"+1)- 7. Tirday va gia thi€t "8* + 1 chia hét cho 7",

hién nhién suy ra 8“*1 4 | chia hét cho 7.

Hoi tir chitng minh trén, ban hoc sinh dé c6 thé két luan dwoc "8" + 1 chia hét

cho 7 v6imoi n € N*" hay khéng 7 Vi sao ?

DAYSO

1. Pinh nghia va vi du
O cdc 16p dudi, qua viee giai bai tap, ta di 1am quen véi khéi niém diy s6. Khi
dé, néi téi diy soé ta hi€u d6 1a két qua thu duwoe khi viét lién ti€p cdc s6 theo

moét quy tac nio dé. Chang han, khi viét lién ti€p cdc luy thira v6i s6 mil tu

; y 1 3 B o
nhién cua ~5 theo thir tir tang dan cua s6 mil, ta durge day so6 :

H &6 o

Vi mbi s6 nguyén dwong n, ki hiéu u, 12 s6 nam & vi tri thit »n (ké tir trdi qua
phai) cia day s6 (1), ta ¢6

Diéu dé cho thiy day s6 (1) thé hién mot quy tac ma nhd né, itng véi mbi s6
nguyén duong n, ta xde dinh duge duy nhit mot s6 thue u,. Vi thé, ta cé thé
coi diy s6 (1) 1a m6t ham s6 x4c dinh trén tip hop cdc s6 nguyén duong.

DINH NGHIA 1

Mot ham s6 u xac dinh trén tip hop cidc s6 nguyén duong IN*
dwoce goi 1a moét day s6 vo han (hay con goi tat 14 day so).

MSi gia tri ctia ham s6 u duoe goi 1a mot s6 hang cua diy s6 ; u(1) dwoe goi la
s6 hang thit nhdt (hay s6 hang ddu) ; u(2) duge goi 14 sé hang thir hai ; ... .
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Nguwoi ta thuwong ki hiéu cac gia tri u(1), u(2), ... twong @ng boi u, , 5 , ... .

, 1 . ) ,
Vidu 1. Him s6 u(n) = — xac dinh trén tap IN*, 1a moét day s6. Day s6
H
nay cé voé sb s6 hang :
1 | 1
Iflzi,ﬂzzg,u_;:z,....

H1| Hay xac dinh cac sé hang thir 9, thir 99 va thir 999 cia day sé d vi du trén.

Ki hiéu. Ngudi ta thuong ki hiéu diy s6 wu = u(n) boi (uy), va goi uy, 12 s6
hang tong qudt cia diy s6 doé.

Neudi ta ciing thuwdng viét day s6 (u,,) dudi dang khai trién :
ot o ol o

|
n—+1

Chang han, c6 thé ki hiéu day s6 & vi du 1 boi ( ] ; va khi viét diy s6 dé

duwéi dang khai trién ta duoc :

CHU Y
Ngudi ta cing goi mét ham s6 u xac dinh trén tip hop gém m sé
nguyén duong dau tién (m tuy y thuoée IN*) 1a mét diy s6. Ro6 rang, day
s6 trong trudong hop nay chi cé hitu han s6 hang (m s6 hang : u,, u,,
o 1, ) 3 V1 thE, ngudi ta con goi né 1a day sé hitu han ; u, goi la s6
hang dau va u,, goi la s6 hang cudi.
Vidu 2. Him s6 u(n) = n3, xac dinh trén tip hop M = {1 ;2 ;3 ;4 ; 5}, [a mét
diy so6 hitu han. Ddy s6 nay c6 nam s6 hang :
" | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
K ‘27‘64‘125

U,

| 12 s6 hang dau va 125 1a s6 hang cudr.
Viét diy s6 trén duéi dang khai trién ta duoc :
1,8, 27, 64, 125.
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2. Cac cach cho mot day so

M6t diy s6 duroe coi 1a xdc dinh néu ta biét cach tim moi s6 hang cta diy s6
dé6. Tir d6, ngudi ta thudng cho diy s6 bang mot trong cdc cdch sau :

Cdch 1 : Cho ddy 56 boi céng thite ciia s6 hang téng quadt.

n—1
3n + 1

Chang han : "Cho diy s6 (uy,) v6i u, =

H2| Hay tim cac s6 hang u; va 555 cla day so vifa néu trén.

Cach 2 : Cho day sé boi hé thitc truy hoi (hay con néi : Cho day sé bdng
quy nap).

Vidu 3. Xét day s6 (uy,) xac dinh boi: u; =1 va véi moi n = 2
457 e (2)

R& rang, véi cach cho nhir trén, ta ¢ thé tim diroc s6 hang tuy v ctia diy s6 (uy,) :

H, =

— Do u, da bi€t nén ap dung (2) cho n = 2 ta tim dwoc u,
wy=2u+1=2.141=3;
— V1 biét u, nén ap dung (2) cho n = 3 ta tim dugc u,
iy =2l =2, 341 =7 § .
Ti€p tuc qua trinh trén ta sé tim duwoc s6 hang tuy y cia day so (uy,).
Vidu4. Xét diaysé (v,) xdcdinh boi: v, =-1, v, =2 vavéimoinz=3

W = Mgt 2":1:—2' (3)

!
Phan tich twong trr nhw déi véi day s6 (u,) ¢ vi du 3, s€ thay : V&i cach cho

nhur trén, ta cé thé tim dwoc s6 hang tuy y clia day s6 (v,).

H3| Vi (v,) la day s6 cho 6 vi du 4, hay tim v,

Nguoi ta néi cac day s6 (u,) va (v,) 0 vidu 3 va vi du 4 la nhitng day sé duge
cho bai hé thire truy héi. Cc hé thite (2) va (3) goi 1a hé thite truy hoi.
Cach 3 : Dién dat bang loi cdch M,

xdc dinh moi s6 hang cua day so.

n
Vi du 5. Cho diy s6 (u,) véi u, la ’
dé dai cua diay cung AM,, trong Tﬂ: (CA=1)
hinh 3.1. B 0 A
Hinh 3.1
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CHUY

Mot diy s6 c6 thé cho bang nhiéu cdch. Chang han, diy s6 (u,) &
vidu 3 c6 thé cho bdi cong thite clia 6 hang téng quat nhur sau :

u”=2”—1 . ne IN*,

H4| Hay tim cong thire clia s6 hang téng quét cta day s6 (u,) d vidu 5.

3. Day so tang, day so giam

104

DINH NGHIA 2

Day s6 (u,) duoc goi la day so6 tang n€u véi mointacd u, < u

— = M B o At L A i . #
Day s6 (u,) duoc goi la day sé giam néu véimol ntacd u, > u,, .

Vidu6
a) Day so6 (u,) véi u, = n’ 1a mot diy so6 tang, vi véi moi # ta luén cé
2 2
u,=n < (n+1)"=u,, .
b) Day s6 (u,) ovidu | la moét diy s6 giam, vi véi moi n ta ludn c6
u, = 1 = 1 =
" on+1 n+2

u”+|_

day so khdng tang cting khong giam.
Day so bi chan

DINH NGHIA 3

a) Day s6 (u,) dugc goi la day s6 bi chan trén néu tén tai mot

s& M sao cho

VYne N*, u

n

< M.

b) Day s6 (u,) dwoe goi la day so6 bi chan duéi néu tén tai mot

s& m sao cho

Yne N*, u, = m.

I

c) Day s6 (u,) duge goi la day s6 bi chan néu né vira bi chan trén,
vira bi chan duéi ; nghia 1a, tén tai mot s6 M va mét s6 m sao cho

Vne N*, m < u, <M.

baitap365.com
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Vidu?7

a) Day s6 (u,) noi téi 6 phana) vidu 6 la diy s6 bi chan duéi, vi

Yyne N*%, m, = L.
Tuy nhién, diy s6 dé khéng bi chan trén, vi khong cé s6 M dé cho
Vne N¥, u < M.
— . 2n—1_ .. . ,
b) Day s6 (u,) vo1 u, = e la day s6 bi chan, vi véi moi n € N* ta luén cé
n
2n —1 5
Do = 5 = s
n+1 n+1

H6| Hay chon nhitng khdng dinh dung trong cac khang dinh dudi day :

a) M&i ham s6 [a mot day s6.

b) Mbi diy s6 1a mot ham s6.

c) Méi diy s6 tang 1a mét diy sé bi chan duéi.

d) Moéidiy s6 giam 1a moét day sé bi chan trén.

e) Néu (u,) 1a mét diy s6 hiru han thi tén tai cidc hang s6 m va M, véim < M,

sao cho tit ca cdc s6 hang cna (u,) déu thude doan [m ; M].

Cau hai va bai tap

9. Tim 5 s6 hang dau clia moi diy s6 sau :

10.

2
» : 2n~ =3
a) Day s6 (u,) vé1 u, = ——— ;
n
- L. . 2 N7 2nT
b) DEI}' sO (H”) VOl U, = si T o CDST 2

c) Diy s6 (u,) v6i u,= (—1)".44" .
Tim s6 hang thit 3 va s6 hang thit 5 ctia moi day sé sau
a) Day s6 (u,) xac dinh boi :

Ly 2 FE .
uy=0 va u,= véimoi n=2;

2
)
b) Day s6 (u,) xac dinh boi :

uy=1, ,=-2 va u,=u, y—2u,, voimoi n=3.

+ 1
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11.

12.

14.

106

Cho hinh vuéng AB;C;D; cb
canh bang 6cm. Ngudi ta dung
cac hinh wvuéng A,B,(C,D,,
A3B3C3Ds, ..., A,B,C,D,, ... theo

cach sau : Vm méin=2 3.4, ..
B, C,va D,
trong tng trén cac canh A, B, _,,
BH-ICH—I! & n- ID -1 va D IAH -1
saocho A, A, =1lemvaA B,C,D,

m—nn

la mot hinh vuéng (h. 3.2).

r F - 7
lay cac diem A, B,, C,

Xét day s6 (u,) voi u, 1a do dai
canh cua hinh vuéng A, B, C, D, .

m=n

Hay cho day s6 (u,) ndi trén boi
hé thite truy héi.

Cho day s6 (u,,) xdc dinh boi :

7 =1 va U,

a) Day so6 (u,) v6i u,
n+1

3! ]

b) Day s6 (x,) voi x, =

c) Dayso6 (a,) v6i a,= ~n+1 — Jn .

Huong dan :

a) Xéthieu w, . — u,.

S X
b) Xét t1 86 -

XH+I

c) Viét lai cong thitc xdc dinh a, duéi dang

a

Tiép theo, xét t1 s6

Ay 41
Chitng minh rang day s6 (u,) véi
2n+3
u, =
3n+ 2

la mot diy s6 giam va bi chan.

" Jn+1+\/ﬁ.

= 2u,
Bang phwong phdp quy nap, chitng minh rang véimoi n=>1tac u, =
13. Hay xét tinh tang, giam cua cédc diay so6 sau :

3 2
= B =30 + N~

_p*3
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véimol n=2.
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Phi-bé-na-xi (Fibonacci) (con c6 tén la Lé-6-na-do Pa
Pi-da (Leonarda da Pisa)) 1a mét nha toan hoc néi
tiéng nguodi I-ta-li-a. Trong cuén sach Li-bd A-ba-xi
(Liber Abacci - Sach vé toan d6), do éng viét vao
nam 1202, c6 bai toan sau :

"Mét déi thé (gébm mot tho duc va mét tho cai) cir
méi thang dé duoc mét doi thé con (cdng gém mot
thé duc va mét thé cai) ; méi doi thé con, khi tron hai
thang tubi, lai méi thang dé ra mot doi thé con, va
qua trinh sinh nd ctr thé tiép dién. H6i sau mét nam
Sé cO tat cd bao nhiéu déi thé, néu dau nam (thang
giéng) co mot doi tho so sinh 2"

Théng

1 &

2 &

3 -

4 & * <

5 — 2

6 4 N

T g — & I |

8 ¢ ¢ o ™ 7T 1t7 179

q ¢ @ @ @ @ @

: IAAIRIAIANIAY
T

"Gia dinh nha thé trong 10 fh4ng"

3

'T

Fibonacci (1170 - 1250)

1

1

13

21

34

6b

S doi thd

R6 rang & thang giéng, ciing nhu 8 thang 2, chi cé moét déi tho. Sang thang 3, d6i thd

nay sé dé ra mot doi tho con, vi thé & thang nay sé cd 2 d6i thé. Sang thang 4, vi van
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chi cé d6i tho ban dau sinh con nén & thang nay sé c6 3 déi tho. Sang thang 5, do ¢co
hai d6i tho (d6i thd ban dau va déi thd dudc sinh ra 8 thang 3) cung sinh con nén &
thAangnay séc6 3 +2 =5 d6ithd ; ...

Mot cach khai quat, néu véi méi s6 nguyén duong n, ki hiéu F, 1a s6 d6i tho c6 &
thang thir n, thi véin = 3 ta co

F, =F, |+ S& doitho dudc sinh ra & thang thir n.

Do cac d6i thd dudc sinh ra & thang th n — 1 chua thé dé con & thang th n, va &
thang nay moi déi thd cé & thang thir n — 2 sé dé ra moét déi thd con nén sé déi tho
dugc sinh ra 8 thang thirn chinh bang F,_.

Nhu vay, viéc gidi quyét bai toan néi trén clia Phi-bé-na-xi dan ta téi viéc khao sat
day so (F,), xac dinh bdi

F =1 F=1vaF,=F, ,+F,, véimoinz3.

Day s6 trén sau nay dudc nha toan hoc Phap E. Lu-ca (Edouard Lucas 1842 — 1891)
goi la day s6 Phrb6-na-xi. Cac s6 hang clia day s6 Phi-bé-na-xi dudc goi la cac sé
Phrb6-na-xi.

Bang phuong phap quy nap toan hoc, ngudi ta da chirng minh dudc rang

|
E =— (" - "Y' véimoin=1,

H Jg

trong d6 « la nghiém duong va f#la nghiém am cidia phuong trinh x*-x-1=0.

Day sé Phi-bé-na-xi ¢ rat nhiéu tinh chat dep, ching han :

1) E2=F _(F,o+ 1 véimoin>2;

|

R+ KB+ FE+..+5, =F, véimoineN*;
3) F,;z + FEH =F, ., véimoine N*;

Day s6 Phi-bé-na-xi cé lién quan mat thiét véi nhiéu van dé clia toan hoc (s6 nguyén
t6 trong day sé Phi-bé-na-xi, s6 vang, hinh chir nhat vang, sé =, ...), vat Ii hoc, ... .
Cac sé Phi-bé-na-xi cé6 nhiéu lién quan véi tu nhién va nghé thuat (héi hoa, am
nhac, ...) ; ching xuat hién & nhiéu noi trong thién nhién. Ching han, hau hét cac
béng hoa cé sé canh hoa la moét trong cac sé Fy, Fs, Fy, 7, Fy, Fy, Fy, F; : hoa
loa kén c6 3 canh, hoa mao ludng vang c6 5 canh, hoa phi yén c6 8 canh, hoa clc
van tho c¢é 13 canh, hoa cuc tay co6 21 canh, hoa cuc thuong c6 34, 35 hoéc
39 canh, ....
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Luyen tap

15. Cho day s6 (u,) xdc dinh boi
uy=3 va u = u,+5 véimoi n =1.

2 o
a) Hay tinh u,, u, va u.
b) Chirng minh rang u, = Sn—2 véimoi n > 1.
16. Cho day s6 (u,) xac dinh boi
wy=1 va u,, = u,+(n+1)2" véimoi n>1.
a) Chimg minh rang (u,) 1a mot diy sé tang.

b) Chirng minh rang
u,= 1+(m—1). 2"

voimoi n =1,

17. Cho diy s6 (u,) xdc dinh boi
2

2
u, + 1

uy=1 va u, = véimol n=1.

Chitng minh rang (u,) 1a mét dday s6 khéng dor (diy s6 c6 tat ca céic s6 hang
déu bang nhau).
18. Cho day s6 (s,) v6i s, = sin (4n — 1)% :

a) Chimg minh rang s, = s, , 3 véimoi n > 1.

b) Hay tinh téng 15 s6 hang dau tién ctia diy s6 da cho.

CAP sO CONG

1. Dinh nghia
Quan sat diy cac s6 tir nhién
0,1, 2, ....n.n+1, ..
ta thdy c4c s6 hang clia né c6 moét maéi lién hé dac biét : K€ tir s6 hang thit hai,
mbi s6 hang bang téng clia s6 hang dimg ngay truede né va 1.

109

baitap365.com



Ta con gap nhiéu diy s6 khédc ciing c6 tinh chit twong tu nhwr diy s6 trén trong
cac Iinh vuc khac nhau cta khoa hoc, ki thuat, ciing nhir trong thuce t€ cube
séng. Nguroi ta goi cdc diy s6 nhw vay 1a nhitng cap sé céng.

DINH NGHIA

Cap so6 cong 12 mot day s6 (hiru han hay vé han) ma trong do,
ké tir s6 hang thit hai, méi s6 hang déu bang téng clia s6 hang
ditng ngay trirée né va moét s6 d khong déi, nghia 13

(u,)lacdpsdecong = Vn=2, u,= u,_;+d.

n

S6 d durae goi 1a cong sai cua cép s6 cong.

Vidul
a) Diy cac s6 tir nhién Ié
158 5 v Bl—edens

la mot cip s6 cong véi cong sai d = 2.
b) Days6 —3,1,5,9,13,17, 21,25 12 mot cdp s6 cong véicong said=4. O

H1| Trong cac day sé sau, day sé nao la cdp sé céng ? Vi sao ?
a -5,-2,1,4,7,10.
B) 33:5; 65910512,

2. Tinh chat

Ta c6 dinh li sau :

DINH LI 1

Néu (u,) 12 mot cip s6 cong thi ké tir s6 hang thit hai, méi s
hang (trir s6 hang cudi d6i véi cdp s6 coéng hitu han) déu 1a
trung binh cong cua hai s6 hang ding ké né trong diy, tire 12
Uy T Uy

! :

H;_, =

Chitng minh
Goi d 1a céng sai ctia cap s6 cong (u,). Véimoi k = 2 ta co
Uy = U +d,
U, | = U,—d.
110
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Tir hai dang thirc trén ta duoc
Hp_y + Upy = 24,  vOImMoOlI k=2,
Tir d6 suy ra diéu cAn chimg minh. O

H2| Cho cép s6 céng (u,) cou,= -1 vau; =3 Haytimu,vau,

S6 hang tong quat

Dé thay, ta ¢6 thé tim dwoc s6 hang tuy vy ciia mot cip s6 cong khi biét s6
hang diu u, va céng sai d ctia né. Chang han, dé tim u,, ta c6 thé 1am nhwr sau :
g = Uz +d= ty+2d = uy +3d.

Mot cach khai quat, ta co

DINH LI 2

Néu mot cip s6 cong ¢ s6 hang dau u; va cong sai d thi s6
hang téng qudt #, ciia né duoc x4c dinh theo cong thifc sau :
u, = uy+(n—1)d.

n

Chirng minh
Ta chirng minh bang phwong phdp quy nap. Céng thic ding khi n = 1, vi
u =uy +0d. Gia st cong thitc ding khi n = k, (keN*) tic la
u, = uy + (k —1)d . Khi do ta co

Up .y = +d= [ul + (k — l)a']+ d=u + kd.

Vay cong thite cling diing khi n =k + 1. Tir d6 suy ra diéu can chitng minh. [

H3| Cho cép s6 céng (u,) co u, = 13 va céng sai
{f = _3_ Héy ﬁﬂh H3| 2

Vi du 2. Cho mét ho cdc duwdng tron déng tAm
(0 ;1), (0 513), ... ,(0:r,), .. mdiy s6 (r,)
la moét cidp s6 cong cbd sé6 hang dau bang 3 va
cong sai bang 3.

Goi u; la dién tich hinh troén (O ; ry) va véi moi
s6 nguyén n = 2, goi u, la dién tich cua hinh
vanh khan tao boi dudng tron (O ; r,.) va
duong tron (O ; r,).
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Chirng minh rang (u,) 1a moét cap s6 cong. Hay xdc dinh céng sai va s6 hang
téng quét clia cAp s6 cong dé.

Gidi

bat ry =0.Khi dé, vé6iméi n =1, tacd

u, = m.( Jf e I_;IZ_| Y= Tr, = r,_ )0, +r,y) = 3N, +r, ).
Suy ra
Upoy = Uy =3l ¥ = Ty —=Tp_y) = 30(3+3) = 181 (véi moin = 1).
Do d6 (u,) la mot clp s6 cong véi cong sai d = 18, va s6 hang dau

U 11.1',2 = Om.
Tirdo, theo dinh 1i 2, ta duoc

u, = 9m + (n—1).18n = 92n—-1)n (v6imoin=1). ]

o » a~ L) 7 A a7 ~ A
4. Tong n so6 hang dau tién cua mot cap so cong

112

Gia str c6 cap s6 cong (u,) véi cong sai d. Xét n s6 hang dau tién cua cip s6
A # - & . 7 " A AT A A . *
cong do, ta coé thé biéu dién moi lién hé gitra ching nhur sau :

+ d +d + d
iy b My W, | i,
i, Uy} Uy > o i) iy
= ~d —d

Quan st bang trén c6 thé thay téng clia hai s6 nam trong cling mot c6t bat ki

[uén bang téng cta iy va u,. Nhan xét d6 dan ta dén

DINH LI 3

Gia str (u,,) 12 mot cép sé cong. V6i mdi s6 nguyén duong n, goi
S, 13 téng n s6 hang diu tién cland (S, = u; +uy + ...+ u,).
Khi do, ta co

_ (uy + u,)n .

I 2
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Vi du 3. M6t cong ti trach nhiém hiru han thue hién viéc tra lwong cho céc
ki sur theo phuong thire sau :

Mite lwong clia quy lam viée ddu tién cho céng ti 1a 4,5 triéu déng/quy, va ké
tir quy lam viéc thit hai, mic luvong s€ duoce tang thém 0,3 triéu déng moi quy.
Hay tinh téng s6 tién lrong moét ki s duoc nhan sau 3 nam lam viée cho
cong ti.

Giai

V&i méi s6 nguyén duong n, ki hiéu u,, (triéu déng) la mite lwong cua ngudi ki
sir & quy lam viéce thit # cho céng ti. Theo gia thiét cua bai todn, ta cd

uy =45 va u =u, + 0,3 v6imoinz=1.

n+1

Do dé6, day s6 (u,) la moét cap sé cong vdi céng sai d = 0,3.

Vi méi nam ¢6 4 quy nén 3 nam c6 12 quy. Nhur thé, theo yéu ciu cta bai

todn ta phai tinh téng 12 s6 hang diu tién clia cip s6 cong (u, ).

Theo dinhli 2, tacé: up, =45 + (12-1).03 = 7.8.

Do do, theo dinh li 3, ta duoc
12.(4.,5+7.,8)

12 = 2

= 73.8 (triéu déng). O

CHU Y
Tir dinh 1i 2 va dinh 1i 3, dé dang suy ra
. [211, + (= l)d]n

Vnzl S
n 1 1 7

H4| Cho cdp s6 cong (u,) co u, = -2 va cong sai d = 2. Hay tinh tong 17 s6 hang
dau tién cta cép sd do.

H5| "Em sé chon phuong én nao 2" PHUGNG AN | | PHUCNG AN

T %

dwoc tuyén dung, cong ti lién doanh A dé xuat -

hai phuong 4n tra lwong dé ngudi lao déng tir lura /m—

chon ; cu thé :

Khi ki hop déng lao déng dai han véi cac ki sur

) phuong an I : Nguoi lao dong s€ duroc nhian
36 triéu déng cho nam l1Am viéc dau tién, va ké
tir nam lam viéc thir hai, mirc lwong s€ duoc tang
thém 3 triéu déng moéi nam. - \
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-0 phuong an 2 : Nguoi lao déng sé diroe nhan 7 triéu déng cho quy lam
viec diu tién, va ké tir quy lam viéc thir hai, mitc lwong s& duoe tang thém
500 000 déng moi quy.

Néu em 14 ngudi ki hop déng lao dong véi cong ti lién doanh A thi em sé chon
phuong an nao ?

Cau haoi va bai tap

19. Chitng minh rang moi day s6 sau 1a mot cap s6 cong va hiy xdc dinh céng sai

20. Trén tia Ox 14y cdc diém A,

114

ctia cap s6 cong dob :
a) Day so (u,) voi u,=19n — 5 ;

b) Day s6 (u,) v6i u, = an+ b, trong dé a va b 1a cdc hang s6.

Ay, ..., A,, ... sao cho vGi moi

s6 nguyén duong n, OA, = n.
Trong ciing moét nira mit phang
c6 bo 1a dudng thing chia
tia Ox, vé cdc ntra dudng tron
duong kinh OA,, n=1, 2, ....

Ki hiéu u, la dién tich cua nira

hinh tron duong kinh OA, va

Hinh 3.3

v6i méi n = 2, ki hiéu u, 1a dién tich cta hinh giéi han bdi nira dudng tron
dudng kinh OA,, _ |, nra dudng tron duong kinh OA,, va tia Ox (h 3.3).

Chirng minh rang diy s6 (u,) 1a mot cip s6 cong. Hay xac dinh coéng sai cia
cip s6 cong do.

. Trong méi cau sau, hiay ddnh ddu "x" vao phan két luAn ma em cho 13 ding :

a) Mai cdp s6 cong véi cong sai d > 012 mot diy sé

Tang. Giam. Khéng tang ciing khéng giam.

b) Mbi cdp s6 cong vGi cong sai d < 0 12 mot day s6

Tang. Giam. Khéng tang ciing khéng giam.
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. Mot cap s6 cong cé nam s6 hang ma téng cta s6 hang ddu va s6 hang thit ba
bang 28, téng cna s6 hang thit ba va s6 hang cudi bang 40. Hiy tim cdp s6
cong do.

23. Cho cAp s6 cong (u,) ¢ Uy = — 52 va us; = — 145. Hiy tim s6 hang téng
quat cua cap s6 cong do.

24. Cho cap s6 cong (u,) vOi céng sai d va cho cdc s6 nguyén duong m va k, véi
m = k. Chitng minh rang u,, = u, + (m — k)d.
Ap dung : Hay tim c6ng sai d clia cip s6 cong (u,) ma uyg— Uy =75,

25. Cho cép s6 cong (u,) cé u; — uy = 6 va us = — 10. Hiy tim cong sai va s6 hang
téng quat cta cAp s6 cong do.

26. Hay chitng minh dinh 1i 3.

27. Cho cip s6 cong (u,) cb u, + 1y, = 60. Hiy tinh téng 23 s6 hang diu tién cua
cip s6 cong do.

28. S6 do ba gbc cua moét tam gidc vudéng 1ap thanh moét cdp s6 cong. Hay tim s6
do ba gbc do.

§ CAP SO NHAN

1. Dinh nghia

Xét bai toan : Mot ngdn hang quy dinh nhu sau doi voi viéc giti tién tiét kiem
theo thé thitc ¢6 ki han : "Khi két thiic ki han gui tién ma nguoi giti khéng dén
riit tién thi toan b sé'tién (bao gém cd von va ldi) sé ditoc chuyén gii tiép voi
ki han nhw ki han ma nguoi gui da gui” .

Gid sit ¢6 mot nguoi giri 10 triéu dong vor ki han [ thdng vao ngdn hang néi
trén va gid sitldi sudt cua loai ki han nayla 04%.

a) Hoi néu 6 thdng sau, ké tix ngay giti, nguoi dé mor dén ngdan hang dé riit

tién thi sé tién rit duoc (gom cd von va ldi) la bao nhiéu ?
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b) Ciing cdu hoi nhu trén, véi gid thiét thoi diém rit tién la 1 ndm sau, ké tir
ngay eui ?
Véi moi s6 nguyén duong n, ki hiéu u, 14 s6 tién ngudi dé rit duoc (gém ca

von va 14i) sau n thang, ké tir ngay giri. Khi d6, theo gia thi€t clia bai todn ta c6 :

u,= t, _+u,_;x0004 =u,_,x1004 Vnz=2.

e

Nhur vay, ta c6 diy s6 (u,) ma ké tir s6 hang thi hai, méi s6 hang déu bang
tich ctia s6 hang dimg ngay trude né va 1,004,

Nguwoi ta goi cdc diy s6 ¢ tinh chit tuong tw nhu diy s6 (u,) néi trén la

nhirg cip s6 nhan.

DINH NGHIA

Cap so6 nhan 12 mo6t day s6 (hita han hay vé6 han) ma trong dé,
ké tir s6 hang thtt hai, méi s6 hang déu bang tich ctia s6 hang
ditng ngay trrée né va moét s6 ¢ khong déi, nghia 14

(u,)lacapsénhin < Vnz=2, u,= u, ;.q.

S6 ¢ durac goi 1a edng boi cua cdp s6 nhan.

Vidul

a) Day s6 (u,) véi u, = 2" 12 mot cap s6 nhin véi s6 hang diu u; = 2 va
coéng boi g = 2.

b) Day s6 -2, 6,18, 54, —162 1a moét cép s6 nhan véi s6 hang dau u, = -2
va cong boi g = —3.

H1| Trong cac day sé sau, day s6 nao la cap sé nhan ? Vi sao ?

a 4:6:9;13)5.
b) -15:3:-6;-12;24;-48 ;96 ;-192.
¢c) 7,0,0,0,0,0.

Vidu 2. Cho diy s6 (u,) x4c dinh bdi

uy==— va u,= 3u, ;—1 véimoi n=2.

2 n

it
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Chirng minh rang day s6 (v,) xdc dinh boi

|

Vg = Uy = 7 VOImO nzl

1a moét cip s6 nhin. Hay cho bi€t s6 hang diu va cong bdi ctia cdp s6 nhan doé.
Giai
Tir cong thite xac dinh day s6 (v,) va (u,), ta c6

v, = U, —— = 3u,_—1——= = 3(u —%) = 3v vél moi n = 2.

n n ) n—1 P n—1 n—1

Tir d6 suy ra diy so6 (v,) la moét cap s6 nhan véi s6 hang dau
L5 1

TR g R 8

va cong boi g = 3. ]

=2

2. Tinh chat

Ta c6 dinh 11 sau :

DINH LI 1

Néu (u,) 12 moét c4p s6 nhan thi ké tir s6 hang tha hai, binh
phuong clia méi s6 hang (trir s6 hang cudi déi véi cap s6 nhan
hitu han) bang tich cta hai s6 hang ditng ké nd trong day, tirc 14

7
Uy = Up_y.Uyyy.

Chitng minh
Goi ¢ la cong boi cta cap s6 nhén (u,).
— Néu ¢ = 0 thi hién nhién ta ¢6 diéu can chirng minh.
— Néu ¢ # 0 thi tir dinh nghia cdp s6 nhéin ta c6
Hp= Up_1.q (k = 2),

i, = “‘:"' (k = 2).

Nhan céc v€ tuong tng clia hai dang thic trén, ta duroc diéu cin chitng minh.

O
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H2| H6i co hay khéng mét cap s6 nhan (u,) ma uge =—99 vau g, = 101 ?

Vi du 3. Cho cap s6 nhan (u,) véi cong boi ¢ > 0. Bi€t u; = 1 va uy = 3, hay

tim uy.

Giai

Theo dinhli 1, ta c6
ug = U .y (1)
u§ = Uy .Uy (2)

Tuw(l),dou,>0(viug=1>0vag>0),suyra u, = ,ful a3 . T day va (2)
ta duoc

2 2
13 :3_:3J§ 1

Ij T e—
! Uy .U 1.3
Joiel

3. Sé hang tong quat

118

Tuwong tu nhir d6i véi cdp s6 cong, ta c6 thé tim duoe s6 hang tuy ¥ cia mot
cAp s6 nhén khi biét s6 hang diu va céng boi clia né. Cu thé, ta ¢ két qua sau :

DINH LI 2

Néu mot cdp s6 nhan c6 s6 hang diau u; va cong bdi g # 0 thi
s6 hang t6ng quét u, ctia né dwrge xdc dinh bdi cong thire

I
u, = Uy.q

Vidu 4. Tré lai bai toan dat ra & phan dau muc 1.

Theo yéu cau cua bai toan ta can tinh wug va uy,. Do (u,) 1a mot cdp s6 nhan
vé6i s6 hang dau u; = 10" + 107, 0,004 = 10’. 1,004 va cong boi ¢ = 1,004 nén
theo dinh li 2 ta c6

u, =10" 1,004 (1,004 ' =10".(1,004)" Vn>1.
Suyra : Ug = 10, (1,,004)6 ~ 10242 413 (déng),

U, =107, (1,004)" ~ 10 490 702 (déng). O
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H3| Dén sb cia thanh phé A hién nay la 3 triéu nquoi Biét rang ti 1é tang dan sé

hang nam caa thanh phé A la 2% H6i dan sé ctia thanh phd A sau 2 nam nita sé la
bao nhiéu ?

A - A 55 8 A o A #
4. Tong n s6 hang dau tién cua mot cap so nhan

Tuong tu nhu déi véi cdp s6 cong, ngudi ta cling quan tam tdi viée xdc dinh
tong n s6 hang dau tién cta mot cAp s6 nhan theo s6 hang diu va céng boi
ctia no.
Gia sir c6 cép s6 nhén (u,) v6i cong boi ¢. V61 moi s6 nguyén duong n, goi S,
1 téng n s6 hang diu tién ciané (S, = u; + i+ ...+ 1),
Néu g =1 thiu, = u; véimoi n = 1. Do d6, trong trrdong hop nay, ta c6

S, = nuy.

Khi g # 1 ta ¢6 két qua sau :

PINH LI 3

Néu (u,) 1a mot cép s6 nhén véi cong bdi ¢ # 1 thi S, dwoc tinh
theo céng thirc
Hj (1- t?”)

l —q

S, =

I

Chitng minh
Ta co

gS, = quy +quy+ ...+ qu, _+qu, = u,+us+..+u +u, ;.
Do do S —qS,= uy—u,, = uy—uyg = uy(l—gq"),
hay (1- @S, =u(1 - q"). O
Tir d6, do ¢ # 1, suy ra diéu c4n chitng minh.
Vi du 5. Cho cip s6 nhin (u,) cé u; = 24 v u, = 48. Hiy tinh téng nam s6
hang diu tién cua clp s6 do6.
Giai
Goi ¢ la cong boi cua cip s6 nhan (u,), ta ¢

48

(}':ﬁ:z
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Do dé, theo dinh 1i 2, ta duogc : 24 = uy = u .22. Suy ra u; = 6. Vi thé, theo
dinh li 3, ta duoc

b
8 = 6'(11__5 ) _ 136 |

e D6 vui. "Mot hao doi ldy ndm xu ?"

Twong truyén, vao moét ngay no, c6 moét nha
todn hoc dén gap mot nha ti phi va dé nghi
dwroc "ban" tién cho 6ng ta theo thé thite sau :
Lién tuc trong 30 ngdy, mbi ngay nha todn
hoc "bdn" cho nha ti phi 10 trieu déng véi
gid 1 déng & ngay dau tién va ké tir ngay thi
hai, mo6i ngay nha ti phd phai "mua" véi gia
gap do6i gid ctia ngay hom trude. Khong mot
chiit dan do, nha ti phi déng y ngay tic thi,
long thAm cam on nha toin hoc no di mang
lai cho 6éng ta moét co hoi hét tién "nam mo
ciing khéng thay".

Hoi nha ti phi da 1ai duge bao nhiéu trong
cudc "mua — ban" ki la nay ?

Cau haoi va bai tap

29. Trong cic diy so6 dudi day, diy s6 nao 1a cdp s6 nhian ? Hiy xac dinh céng boi

ctia cAp s6 nhin doé.

a) Dayso 1,-2,4,-8,16, -32, 64 ;

n+l

b) Diy s6 (u,) véi u,=n6 " ;
¢) Diys6 (v,)véi v, =(-1)"3%;

d) Diy s6 (x,) véi x, = (-H™* "

30. Trong moi cau sau, hiy dinh ddu "x" vao phin két luAn ma em cho 13 ding :

120

a) Méi cip s6 nhin c6 s6 hang dau duong va céng bdi 0 < g < 1, 1a mot
diy s6

Tang. Giam. Khéng tang ciing khéng giam.

b) Méi cip s6 nhin c6 s6 hang dau duong va céng boi g > 1 1a mét diy s6

Tang. Giam. Khéng tang ciing khéng giam.
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31.
32.

37

38.

Cho cdp s6 nhan (u,) c6 cong boi g < 0. Bi€t uy = 4 va uy= 9, hay tim u,.

Moét cdp s6 nhan ¢6 nam s6 hang ma hai s6 hang dau tién 14 nhimg s6 dwong,
tich clia s6 hang diu va s6 hang thit ba bang 1, tich clia s6 hang thit ba va s6

1

hang cudi bang T Hay tim c4p s6 nhin dé.

. Cho cép s6 nhan (u,) v6i cong boi ¢ # 0 va u; # 0. Cho cac s6 nguyén duwong

= ” # . = - k
m va k, véim > k. Chitng minh rang u,, = u, . q"

Ap dung
a) Tim coéng bdi ¢ cua cédp s6 nhan (u,) c6 1y =2 va u; = — 686.
b) Hbi c6 tén tai hay khéng mét cap s6 nhéan (u,) ma u, = 5 va 1y, = — 2000 ?

. Hay tim s6 hang tong quat ctia cAp s6 nhan (u, ), biét rang uy = — 5 va ug = 135.

35.

Chu ki ban rd cua nguyén t6 phéng xa poloni 210 1a 138 ngay (nghia 1a sau
138 ngay khéi lwong ctia nguyén t6 dé chi con mét nira). Tinh (chinh xdc dén
hang phan tram) khéi lwong con lai cia 20 gam poloni 210 sau 7314 ngay
(khoang 20 nam).

. Tinh cdc tong sau :

a) Téng tit ca cdc s6 hang clia mot cidp s6 nhan, bi€t rang s6 hang dau bang
18, s6 hang thit hai bang 54 va s6 hang cuéi bang 39 366 ;

b) Téng tit ca cdc s6 hang clia mot cAp s6 nhan, bi€t rang s6 hang diu bang

1 ) s e = T s 1
556 ° sO hang thir hai bang 375 VA sO hang cudi bang 048576

Boén gbc luong gide ¢6 s6 do dwong l4ap thinh moét cAp s6 nhin c6 téng 14 3607
Hay fim bén gbc doé, biét rang s6 do ctia gdc 16n nhat gip 8 14n s6 do cua gée
nhé nhat.

Luyen tap

Hiy chon nhitmg khang dinh ding trong cdc khang dinh duwéi day :
a) Néu cac s6 thure a, b, ¢ ma abc # 0, theo thi tuw dé 1ap thanh mot cip s6
- . - ~ - i 1 ” Fad el o
cong vl cong sai khac O thi cac s6 —, A theo thir tur do ciing lap thanh
a c

mot cap s6 cong.
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40.

41.

43.

44.

122

b) Néu cac s6 thuc a, b, ¢ ma abc # 0, theo thit twr d6 1ap thanh mot cip s6

e e 10 1] ; S 2 o m
nhén thi cic s6 — , re theo thit tir do6 ciing 14p thanh mét cap s6 nhan.
a é
100
: g =l
C) 1 +']T+T[z+ ...+T[IUD= ﬁ

. Cic s6 x + 6y, Sx + 2y, 8x + y theo thit tir d6 1ap thanh moét cap s6 céng ; déng

thoi, cacséx — 1, y + 2, x — 3y theo thit tir d6 1ap thanh mét cadp s6 nhan. Hay
tim x va y.

Cho cép s6 cong (u,) v6i cong sai khac 0. Bi€t rang cic s6 uyuy, Uyl VA U3l
theo thi tir d6 1ap thanh mot cdp s6 nhian véi cong boi g # 0. Hay tim g.

S6 hang thit hai, s6 hang dau va s6 hang thir ba clia mét cip s6 céng vdi cong

sai khdc O theo thir trr d6 14p thanh mét cAp s6 nhan. Hay fim cong béi ctia cip
s6 nhan dé.

. Hiay fim ba s6 hang diu tién ctia moét cip s6 nhan, biét rang téng cta ching

. 148 s : ; Wi T ol c ; 3
bang BT va dong thai cac s6 hang dé twong ng 1a s6 hang dau, s6 hang tha

tir va s6 hang thir tim ctia mét cdp so6 cdng.

Cho day s6 (u,) xac dinh boi

uy=1 va u,,,= Su,+8 véimoi n=1.

a) Ching minh rang day sé (v,), véi v, = u, + 2, 1a mot cap s6 nhan. Hay tim

s6 hang téng quét ctia cAp s6 nhéin d6.

b) Dua vao két qua phan a), hiy tim s6 hang tong quét clia diy s6 (u,,).

Cau hai va hai tap on tap chuong Il

Chirng minh rang

n(n’ — 1)3n + 2)
12

1.22 493 + ..+ (i—1yH" =

véi moi s6 nguyén n > 2.
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45. Cho diy s6 (u,) xdc dinh boi

W et o y
uy=2 va u, = % vGi moin = 2.
Chitng minh rang
g
Uy = 2}:—I
véi moi s6 nguyén duong 1.
A B Tk ,.. e 2n
46. Cho cac day so6 (u,) va (v,) v61 u, = va v, =
i+ 1 n+ 1

a) Hay xdc dinh s6 hang téng quat ctia diy sé (a,) v6i a, = u, +v,,.
b) Hay x4c dinh s6 hang tong quét cta diy s6 (b,) v6i b, = u, — v,.
¢) Hay xéc dinh s6 hang téng quat ctia diy s6 (¢,) v6i ¢, = u,.v, .

! ; 7 - = ; = i
d) Hay xac dinh s6 hang tong quat cua day s6 (d,) v61 d, = —-
1)

n
Chii y
Cac day s6 (a,), (b,), (¢,) va (d,) néu trén thuwong dwoc ki hiéu tuong ing boi

(u
(HH g "’n)ﬂ (”n - l-’”), (”.r;r""ﬂ) ¥ (%] )

I

47. Trong cac diy s6 dudi day, diy s6 nao la cip s6 cong, diy s6 nao la cép
s6 nhan ? Hay x4ac dinh céng sai hoac céng boi clia mbi cip s6 db.

a) Day so6 (u,) véi u,=8n+ 3 ;
b) Day s6 (u,) véi u, = S+l
c) Diys6 (u,) v6i u,=38";
d) Day s6 (u,) v6i u, = (n+2).3".
48. Hiy chon nhimg khang dinh diing trong cdc khang dinh duéi day :
a) Diy s6 (u,) xdc dinh boi

uy=3 va M, = U, +5 véimol n =1,

1a mot clp s6 cong.
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b) Day s6 (u,) xac dinh boi
Uy=3 va U, = U, +n véimoi n =1,
1a mot cip s6 cong.

c) Diy s6 (u,) xdc dinh boi

uy=4 va u,, = du

4] véimol n = 1,

n
la mot cap s6 nhan.
d) Day s6 (u,) xac dinh boi

uy=1va u, .,y = nu, véimoi n = 1,
1a moét clp s6 nhén.

49. Cho day hinh vuéng H,, H», ... , H,,... V61 mbi s6 nguyén duwong n, goi u,, p,

va§, lan lwot 1a d6 dai canh, chu vi va dién tich cta hinh vuéng H, .
a) Gia str day s6 (u,) 1a mot cdp s6 cong véi cong sai khac 0. Hoi khi dé cac
day so (p,) va (8,) c6 phai la cac cap s6 céng hay khéng ? Vi sao ?

b) Gia sir ddy s6 (u,) 1a mot cdp s6 nhan véi cong bdi duwong. Hoi khi dé céc
day so (p,) va (8,) c6 phai la cac cap s6 nhin hay khéng ? Vi sao ?

50. Cho day s6 (u,) xac dinh boi

Uy =3 va u”_H:.Ju”—i—'S véimoi n=1.

Chirng minh rang (u,) vira 1a cép s6 cong, vira 1a cdp s6 nhan.

51. Tim hiéu tién cong khoan gi€ng & hai co s6 khoan giéng, ngudi ta duoe biét :

124

— O Co 56 A : Gis chia mét khoan déu tién 13 8 000 déng va ké tir mét khoan
thit hai, gid cia mo6i mét sau tang thém 500 déng so véi gid cua mét khoan
ngay trude no.

— O Co 50 B : Gia ctia mét khoan dau tién 12 6 000 déng va ké tir mét khoan
thit hai, gid ctia méi mét sau tang thém 7% gid ctia mét khoan ngay trude né.

Véi méi s6 nguyén duwong n, ki hiéu u, va v, tuong g 1a gia cua mét khoan

thir n theo céch tinh gid cia co sd A va clia co sO B.
a) Hay tinh wu,, usz, vy, v3.

b) Chitng minh rang day s6 (u,) 1a mét cap s6 cong va day s6 (v,) 1a mot cap

s6 nhian. Hiy tim s6 hang téng quit clia m6i diy s6 déb.

baitap365.com



2.

4.

35,

56

37

c) M6t ngudi muén chon moét trong hai co s& ndéi trén dé thué khoan mot
giéng sdu 20 mét 14y nuwde dung cho sinh hoat cua gia dinh. Hoi ngudi 4y nén
chon co s& nao, n€u chit lwong ciing nhw thdi gian khoan giéng cua hai co so
la nhur nhau ?

d) Cing ciu hoéi nhu phan c), véi gia thiét d6 sdu cua gi€ng can khoan la
25 mét.

Bai tip trac nghiém khach guan

Mbi khang dinh sau day ding hay sai

a) Ton tai mot cip s6 nhan (u,) cé uy <0 vauy > 0.

b) Néu cdc so6 thue a,b,c theo thit tu dé lap thanh mot cdp s6 cong cb cong
sai khdc 0 thi c4c s6 a”,b%.c? theo thit tr dé ciing 1ap thinh moét cip s6 cong.
c) Néu cac s6 thue a,b,c¢ theo thir tu d6 1ap thanh moét c4p s6 nhén thi cac s6
a’.b”,c? theo thit twr dé cling 1ap thanh mot cap s6 nhan.

Trong cdc bai tir 53 dén 57, hay chon két qud diing trong cdc két qua dd cho.

|

. Cho ddy s6 (u,) xdc dinh boi : u, = Evz‘i U, = U, _; +2n véi moin = 2 .

Khi d6 usy bang

(A) 12745 : (B)2548.5:  (C)50965 : (D) 2550.5.
Cho days6 (u,) xacdinhboi @ w, = -1 va u, = 2nu,_, véimoi n = 2 .Khidé
iy, bang

(A) 2'%111; (B) 2111 ©@p"11" (D=2 1 150,

Cho day s6 (u,) xdc dinh boi : uw =150 va u, =u, ; —3 véimoi n = 2.

Khi dé téng 100 s6 hang ddu tién cta diy s6 d6 bang

(A) 150 ; (B) 300 ; (C) 29850 ; (D) 59700.

Cho cip s6 cong (u,) c6: u, = 2001 va us = 1995 . Khi d6 uy,, bang

(A) 4005 ; (B) 4003 ; (NS (D).

Cho c#p s6 nhan (u,) c¢6: wu, =-2 vd us = 54 . Khi d6 t6ng 1000 s6 hang

dau tién cia cip s6 nhan dé bang

| _ 31000 31000 _ | 31000 _ | | _ 31000
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G101 HAN

126

G101 HAN

Gigi han |2 m@t trong cac van dé co bén cla Gidi tich.
C6 thé n6i : Kndng cb gidi han thi khéng c6 Gidi tich,
héau hét cac khai niém cla Giéi tich déu lién quan dén
gidi han.

Chuong nay gidi thiéu khai niém giéi han cla day 86,
ctia ham 6 va néu mot s dinh Ii, quy tic tim gi6i han.
Yéu cdu trong tdm cla chuong 1a van dung mét céch
linh hoat cdc dinh Ii, quy tie d6 d8 tim gidi han cla day
56 va ham s6.
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A. GIGI HAN CUA DAY SO

DAY SO CcO GISIHAN 0

Dinh nghia day so ¢6 giéi han 0

It

Xét day s6 (u,) v6i u, :%, titc 12 diy s6
1 11 1 1 11
gE R BTy LY B

Biéu dién cdc s6 hang clia diy s6 da cho trén truc s6, ta thay khi » tang thi céc
diém biéu dién chum lai quanh diém 0 (h.4.1).

-1,

I SR N T 1 1
_I'l 3 I5 1 2l3 Izl4 'l 4 ? Jina
| 1o 1 |
11 10
Hinh 4.1
1 e ; " : T
Khoang cich |uH| = — tit diém u, dén diém 0 trd nén nhd bao nhiéu ciing
n
duoe mién 14 n du 16n.
Diéu nay duge giai thich 16 hon trong bang sau :
n |1 2 3 wme 10 Tl 18 e 23 24 @8 e B0 3k B2
|| 11 11 1 11 1 11 1
n 2 3 10 11 12 7 23 24 25 50 51 52

— Moi s6 hang ctia diy s6 da cho, ké tir s6 hang thit 11 trd di, déu c6 gid tri

tuyét déi nho hon %, tirc 1a

1 L e s
|HH| = < 0 véi moin > 10.
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— Moi s6 hang clia diy s6 da cho, ké tir s6 hang thi 24 trd di, déu c6 gid tri

tuyét doi nho hon %, titc 12

|un| Livg vé1 moi n > 23.

H1| Ké tir s6 hang thir may tréd di. moi s6 hang cta day sé da cho déu co gia tri

P T 1
fuyét dér nho hon 30
Cding cau hoi dé cho mdi so - 1 : ,—l ; I S
75 500 1 000 000
Nhu viay moi s6 hang ctia diy s6 di cho, ké tir moét s6 hang nio dé trd di, déu
c6 gid tri tuyét déi nho hon moét s6 duong nhé tuy v cho trude. Ta ndi rang

I

diy so [ ] ¢ gidi han1a 0.

Mot cich téng quét, ta cé

In

DINH NGHIA

Ta néi rang day sé (u,) ¢6 gi6i han 0 (hay c6 gidi han 1a 0) néu
v6i moi s6 diwong nhd tuy ¥ cho truée, moi s6 hang cia day sé,
ké tir mot s6 hang nio dé trd di, déu ¢ gid tri tuyét d6i nhd hon
s6 duong dé.
Khi dé6 ta viét

lim(u,) = 0 hodc limu, = 0 hoac u, — 0.

(Ki hiéu "limu, = 0" con duoc viét " lim u, = 0", doc 1a diy s6 (u,) cb gidi
n—yod

hanla O khi # dan dén vo6 curc).
Nhan xét
Tir dinh nghia suy ra rang

a) Day s6 (u,) c6 gidi han O khi va chi khi ddy s6 (|u,|) 6 giéi han 0.

y 1 _1 n ] I
Chang han, ta cé liml =0 vi—= ) va lim( D _ 0.
n n n n

b) Diy s6 khong déi (u,,), v6i u, =0 ¢6 gidi han 0.
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2. Mot so day so ¢6 giéi han 0
Dura vao dinh nghia, ngudi ta chitng minh duoce rang
.1 .
a) lim——=0 ; b) lim— = 0.

Jn In

Dinh i sau day thudng diuoc sir dung dé chitng minh moét s6 diy s6 cé giéi han 0.
DINH LI 1

Cho hai day s6 (u,) va (v,).

Néu | U, | < v, v&1 moi n va limv,, = 0 thi limu,, = 0.

Chitng minh. Cho mot s6 dwong nhd tuy y. Vi limv, = 0 nén ké tir s6 hang thit
N nao dé tré di moi s6 hang clia diy s6 (v,) déu nhd hon s6 dwong dé. Do
|u”| < v, nén moi s6 hang ctia diy s6 (u, ), ké tir s6 hang thi N tr& di, déu c6
gid tri tuyét déi nho hon s6 duong da cho. Vay limu, = 0. ]

Sinn

Vi du 1. Chitng minh rang lim \/_ =),
H

Giai
Ta co
I 5 T el
N i
Tir d6 suy ra di€éu cAn chimg minh. O

H2| Cho k la mét sé6 nguyén duong. Chirng minh rang limllk = 0.

H

Ap dung dinh 11 1, ¢6 thé chimg minh dinh I{ sau :
DINH LI 2

Néu |q| <1 thi limg" =0.

Vidu 2
a) Bt = lim(l] =0 ; b) 2 o 111]1[_—2] = 0.
N . 3 3
HTL
COS—
H3| ching minh rdng lim——=2- = 0.
41!’
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Cau hoi va bai tap

1. Chitng minh rang c4c diy s6 véi s6 hang téng quat sau day ¢6 giéi han 0 :

% sinn cos 2n
; b) —— ; ‘
) n+5 "’ Y e C)\/;Jr]
2. Chirng minh rang hai day s6 (u,,) va (v,) véi
. 1 L (—1)" cosn
" am D) n

c6 gi61 han 0.

3. Chirng minh rang cdc day s6 (u,) sau day c6 gidi han 0 :

sinﬂ
a) u, = (0,99)" ; b) u, = D . &) = 2=
2" +1 (1,01)"
4. Cho day s6 (u,) voi u, = L
3!!
& . s Uy i 2 e :
a) Chitng minh rang < — vO1 mol n.

",

I
b) Bang phuong phdp quy nap, chimg minhrang 0 < u, < [%] vOl moi n.

c¢) Chimg minh rang day s6 (u,) c6 gidi han 0.

DAY 50 CO GIOI HAN HUU HAN

1. Dinh nghia day so ¢o6 gi6i han hiru han
(_l)ﬁ'

n

Xét day s6 (u,) véi u, = 3 + - Taco

(_ 1)!?

lim(u, — 3) = lim = (),

Ta néi rang day s6 (u,) ¢6 gi6i han 1a 3.
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Mot c4ch téng quat, ta cb :

DINH NGHIA

Ta néirang day s6 (u,,) ¢6 giéi han la s6 thuc L néu lim(u, — L) =0.
Khi dé6 ta viét
lim(u,) = L hoac limu, =L hoac u, — L.

Day s6 c6 gidi han 1a mot s6 thue goi 1a day sé ¢6 gidi han
htru han.

Vi du 1. Day s6 khong déi (u,) v6i u, = ¢ (¢ 12 hang s6) ¢6 gidi han 1a ¢ vi

lim(u, — ¢) = lim(c — ¢) = im0 = 0. O

Vi du 2. Chitng minh rang lim ' (==,
Jn

Gidi

(_l)ﬁ -

Jn

Dat u, = b

(_ I)H

Vilim(u, — (1)) = lim

= 0 nén limu, =—1. O

S

H1| Ching minh rang :

a) nm{@jn % 1} 1 b) 1im[2 _ 5”) o 4%

2n

Nhan xét

1) Tir dinh nghia vira néu, suy ra rang limu, = L khi va chi khi khoang
# % = 7 At 7 7 A ki " A -~ =R

cachlu” = Ll tir diem u,, dén diém L tro nén nho bao nhiéu cting duoc mién

[A n db 16n ; n6éi mét cach hinh anh, khi » ting cic diém u, chum lai quanh
diém L.
2) Khéng phai moi diy s6 déu c6 giéi han hitu han. Chang han diy s6 ((-1)"),
titc 1a day s6

-1,1,-1,1, ...

khong c6 giéi han hitu han.
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A Y . 2 i Y . 7 .z 3 s . g4 5
Trén truc so6, cac s6 hang cua diy s6 dé duoc bi€u dién boi hai diem —1 va 1.

Khi n ting cdc di€ém (-1)" khong chum lai quanh b4t ki mét di€m L nio.
2. Mot so6 dinh li

Ta thira nhan cac dinh 1i sau

PINH LI 1

Gia sur limu,, = L. Khi d6
a) lim‘un‘ = ‘L‘ va limﬁz {’/E;

b) Néu u, > 0 v&i moi n thi L > 0 va limyfu, = JL.

Vi du 3. limJQ 4 C“f” =3 vi 11111[9 + C”f”] = O
2
H2| 7im 1imi/—z?” R
H2
DINH LI 2

Gia sir limu,, = L, limv, = M va ¢ la mét hang s6. Khi dé
lim(u, +v,) =L+ M,
lim(u, — v,) =L — M,
lim(u, .v,) = LM,

lim(cu,) = cL,

U L )
Im—2+ = —(néu M £ 0).
L = —(néu M #0)

.'i.ﬂ'

2
Vidu4. Tim limu, , v61 u, = il ;1” ull
n
Giai
Taco
limu, = 11111[3 + Z,. iz) = lim3 + limi — limi2
L B n
:111113+411111L—?11m%=3+4.0—7.0=3. O
n n
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o — 4n? 4343

Vidu 5. Tim limu, v6i u, = -
n—dn+7

Gidi

- > 5, = » & - 3 3 L% i~ \. . a W
Chia tir va mau cua phan thitc cho 1~ (1™ 1a luy thira biac cao nhat cua n trong
tir va mau cua phan thire), ta diroc

4 3 3
2—-—4+—+ —
no 2 "
u, = .
l — a + L
n’ n
Vi
) 4 3 3 _ . 4 .3 i
11111(2 s e —3] = lim2 — lim— + 11111—2 + 11111—3 =Z
n g n n 7 n
5 9 2 —4n*+3n+3 2
Wi lim(l——g—l——3)=1;¢0m§u limZ T o) O
n n n —55n+ 71 1
n®—n+3
H3| 7im gidi han caa day s6 (u,) voi u, = ———-
n o+2n

-"l'-t'-r ? AL AT A oW A
3. Tong cua cap so nhan lui vo han
Xét cip s6 nhan v6 han
] 2 ]
iy, hd, hq , ..., 41 , ...
c6 cong boi g véi | gl < 1 (goila mét edp s6 nhan lii vé han).

Ta biét rang tong ctia n s6 hang dau tién cia cip s6 nhan dé 1a

-1 wm(=¢") W
S, =uy+u g+ .. +uyqg =- = - ",
n = U T UG uyq 1—(}’ ]_q l—qq
Vil gl < 1 nénlimg" = 0. Do dé
N u
lim§, = 1_'q -

Ta goi gidi han d6 14 tong cua cap s6 nhan di cho va viét

U

S=up + uq + ulc;2 5 g = .
I—q
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H4| Tim t6ng ciia cap s6 nhan

11 1
S T
Vi du 6. Biéu dién s6 thiap phan v6 han tuan hoan 0,777... duéi dang phan s6.

Gidi
Tacd 07177 = ! + d + ! + ...
10" 10%  10°
Day la tong cua moét cdap s6 nhén lui v6 han véi s6 hang dau u, = 70 va
. 1
cong boi g = 10" Do dé
NN
o e L, m
| _ 1 9
10

HS| Biéu dién s6 thap phéan vé han tuan hoan 0,313131... dudi dang phén s6.

Cau hoi va bai tap

S. Tim cac giéi han sau :

n-+2

a) 1111{2+ (1)”} ;

c) 1]111”_1 :
n

6. Tim limu, véi

n?=3n+5
El) , = ) )
2n-—1
1f2n2—n
c) u, = |
1 — 3n
134

b) “m[sm:’)n B 1] ;

4n
Ty
n+1
D
i, = 2n 4—|—n—|—2;
3n" +5
d) u, = _4
23" +4"
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7. Cho daiy s6 (u,) x4c dinh boi

. I o ]
i, =10 va u ===+ 3 véimoinz=1.
| n+l 5 -
13

a) Chimng minh rang day s6 (v,,) xac dinh béi v, = u, — T 12 moét cap s6 nhan.

b) Tim limu,,.
8. Cho mot tam gidc déu ABC canh a. Tam gidc A;B;C; c6 céc dinh 13 trung
diém cdc canh cta tam gide ABC, tam gide A,B,C, c6 cdc dinh 12 trung diém

bl

cdac canh cua tam gidc A;B,Cy, ..., tam giac A . B, ,,C, ., ¢6 cic dinh la trung

a7 r £l = T . = T T T
di€m cac canh cua tam giac A B, C, , ... . Gol py, py, ..., Py .. VA S|, S5, oS, o

theo thir tu 1a chu vi va dién tich cua cdc tam gidc AB,C,, AB,C,, ..,
ABC

. I ¢ it L
a) Tim gidi han clia cdc day s6 (p,) va (S,).
b) Tim cac téng

Pttt pta va S FD T Ty E o

9. Biéu dién cdc s6 thap phan vé han tuin hoin sau duéi dang phan s6 :
a) 0,444... ; b) 02121 ey D321 1.1

10. Goi C la nira dudng tron dudng kinh AB = 2R,

; o . < . , . AB
C, la dudng géom hai mra dudng tron duong kth ;

- - e ~ = ~ ’ AB
(5 la duong gobm bén nira dudng tron duwong kinh S b

" 7 ~ = =~ # A‘B
C, 1a duong g6m 2" nira dwrdng tron dudng kinh — (h. 4.2).
2

Goi p, la do dai caa C,, S, 1a dién
tich hinh phang giéi han bdi C, va
doan thang AB.

a) Tinh p, va §, .

b) Tim gi6i han cua cac day sé (p,)

va (SH)' Hinh 4.2
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i fn .E'__‘E\' JAE ek i |

B [P B TRl SR A B Wi
Bai doc thém |

AR B riL
nan St pld Gl 2
- '

% /DOAN NHAN GIGI HAN CUA MOT DAY SO THUC

" BANG HINH HOC

1) Ta da biét tdng clia cap s6 nhan IUi vé han

(xem |H4| trong §2).

Cé thé doan nhan dudc két qua nay nhd hinh 4.3 hoAc hinh 4.4.

1 T o el o
0 2 a2 9Tty
1.1 1,1 1.1,1,1,1
e B O 1 IO
9z " 93 " o 9 92 93 o4 95
Hinh4.3

L 2 £} . « l o L 1 +
G hinh 4.3 : frung diém cua doan [0 ; 1] la diém 5 trung diém cua doan [5 l] |3

a Fod L] l 5 ) l l l
diém §+2—2, trung diém cua doan {Ejtz—z;l} la diém —+2—2+ 2—3 i
Do do6
1 1 |
— 4 —=+—=+..=1, H C
2 92 5 g T
3 hinh 4.4 : hinh vuéng ABCD c6 canh 214 26
4. . x = - - 5 1
dai 1 don vi va dién tich bang 1, hn;h o | 95 K
chitnhat AEFB c6 dién tich bang 5 %
hinh vuéng DHGE cé dién tich bang E F
1 G
Y hinh chir nhat GIKF cé dién tich
2 1
T 2
bang —,
2.5
1 1 |
Do d6 5+—2+—3+ =1 A B
2 2 Hinh 4.4
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2) Xét bai toan sau :
Cho day s6 thuc (u,) xac dinh bdi

Uy = ¢ vd Uy, =au, + b voinz=1,

trong do a, b, ¢ la nhitng s6 thuc cho tnde, 0 <a <1 vab = 0.
Tim gioi han cta day s6 da cho.

Pé doan nhan gi6i han cla day sé da cho, ta sé biéu dién cac s6 hang clia no trén
hai truc toa d6 (h. 4.5). Dung hai dudng thang (d) va (A) theo thit tu c6 phuong trinh
la y=ax + b vay=x (6 day ta gia thiét h >0 ; trong trudng hop b < 0, cach giai va
két qua hoan toan tuong tu). Goi A, va B, theo th( tu |a giao diém clia dudng thang
x = uy Vi dudng thang (d) va dudng thdng (A). Diém A, ¢6 tung dd au; + b = u,
va diém B, c6 tung dd la u,. Pudng thdng di qua A, va song song véi truc hoanh cat
(A) tai B,. Biém B, c6 hoanh dé 1a u,. Budng thang di qua B, va song song véi fruc
tung cat (d) tai diém A,. Tung d6 clia A, |1a au, + b = uy. Cac diém By, A;, By, Ay,...,
B,.A,, ... dugc xac dinh mét cach tuong tu.

mn:
Goi I (I ;) a giao diém cla hai dudng thdng (d) va (A). Khi n tang thi diém A, ngay
cang dan dén diém I, cac diém u, trén truc hoanh (va trén truc tung) ngay cang dan
dén diém /, tic 12

limu, = 1.

=
L
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

-

wY

Hinh45

Vi I la giao diém cla hai dudng thang (d) va (A) nén [ 1a nghiém ctia phuong trinh
ax+-b =,
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"

tic la

Nhan xét

Goi Cy, C5, ..., C,, ... la cac giao diém cla dutng thdng y =1 véi cac dudng thdng
X X U s B U e

Khi do

AC, AE BI
BC, OE AB

a.

VIA/C,=[l-u, va B)C,=/-u, néntrdétacd

[-w,

P2y

=d.

Ching minh tuong tu, ta cé

[- Uy

= a v6i moi n.
U'—g,

Do @6, néu d4atv, = - u, thi day sé (v,) 1a mét clp sé nhan Iui vé han.

DAY s& cO GISIHAN vO CUC

1. Day so co giéi han +oo

138

Xét day so6 (u,) v6iu, =2n - 3.

Ta thay khi » tang thi u, trd nén 16n bao nhiéu ciing dwroc mién 1a n da 16n.
N6i cich khic, moi s6 hang ctia diy s6, ké tir mot s6 hang nao dé trd di, déu
16n hon mot s6 dwong 16n tuy ¥ cho trudec.

Ta néi rang diy s6 (2n — 3) ¢6 giéi han 1a 4.
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Mot c4ch tong quét, ta cé

DINH NGHIA

Ta néi rang day s6 (u,) cé gidi han 1a +o0 néu v6i mai s6 duong
tuy v cho trrée, moi s6 hang cta diy s6, ké tir mot s6 hang nio
dé tro di, déu 16n hon s6 dwong dé.

Khi dé ta viét
lim(u,) = +o0 hoac limu, = +o0 hoac u,, - +o.
Ap dung dinh nghia trén c6 thé ching minh rang :

a) limn = +oo ; b) limafn = + o ; c)lim3n:—|—00.

2. Day so co6 giéi han —o

DINH NGHIA

Ta néi rang diy s6 (u,) c6 gi6i han 1a —o néu véi moéi s6 Am tuy
- ” . * @ . ~ - 5 + ~ -
y cho trudc, moi s6 hang cua diy so6, ké tir mét s6 hang nao dé
trd di, déu nho hon s6 am do.
Khi do ta viét

lim(u,) = —oo hoac limu, = —oo hoac u,, — —o.

Dé dang thiy rang

limu, = -0 < lim(-u,) =+ o.

Vidu 1. Vilim(2n — 3) = +0 nén lim(-2n + 3) = —w.
CHUY

Céc day s6 c6 gidi han +o va —o duge goi chung 14 cac ddy sé co
giol hanvé cuc hay dan dén vé cuc.

Nhdn xét. Néu lim |uH| = +o0 thi |uH| trd nén 16n bao nhiéu ciing dwroe, mién

1 1 . . T
— trd nén nhd bao nhiéu cling duoc, mién 1a n
U |
I 1

la n du 16n. Do dé = |
",

du 16n.
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Nguoi ta chirng minh duoc

DINH LI

s |
NéEu 11111|uH| = +o0 thi llim— = 0.

HH'

3. Mot vai quy tac tim giéi han vo cuc
Vi +o va —o0 khong phai 1a nhimg s6 thue nén khoéng dp dung duoc cac dinh li
trong §2 cho cic diy s6 c6 gidi han v6 cue. Khi tim cdc gidi han vé cure, ta ¢
thé str dung cdc quy tac sau day.
a) Quy tacl
Néu limu, = +oo va limy, = oo thi lim(u,v,) duwoe cho trong

bang sau :

limu,, limv,, lim(u,,v,,)
+o0 +0 100
+00 - -
—aoD 120 R
—o0 —a0 +00

e -, 2 % = A = 2
Vidu2.Vin =nnvalimn =+ nén limn™ =+wo,

ol & - 5 owe .k
Twong tir, véi moi s6 nguyén duong £, ta c6 limn = 400,
b) Quy tac 2
Néu limwu, = £ va limv, = L # 0 thi lim(u,v,) dwoc cho trong

bang sau :

limu,, Déu ctia L lim(u,v,)
o0 + +o0
+0 — —0
—o0 + —aD
—0 = +00
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—9

Vidu 3. Tima) lim (BM2 — 101n — 51); b) lim 5 .
3n° —101n — 51

Gidi

a) Ta c6 3n% — 101n — 51 = n’l[:’,— LT 521]
h n

101 51

n n?

Vi limn? = + ova 1i111(3 — ] =3 >0 nén

lim (3n — 1017 — 51)= 4o,

b) Vi lim(3n” — 1011 — 51) = + nén
: -5 : 1
lim 5 = —5lim 5 =(-50=0. O
3n® —101n — 51 3n- —101n — 51
H1| Tim
a) lim(n sinn — 2;‘33); b) lim :

nsinm — 2;13

¢) Quy tac 3

Néu limu, = L # 0,limv, =0 vaA v, >0 hodac v, <0 ké tir

- s, s ¥ ] = ® '!'f ¥
mot s6 hang nao doé tro di thi lim -+ duoc cho trong bang sau :

Vn

6, L o
Dau cua L DAu cia v, lllllwi
H

+ + 00

+ o =00

- i —o0

i = 4

3
3n +2n-1

Vidu4. Tim lim

2n° —n
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Gidi

. & =, r ¥ ik - 3 3 w, i~ 5, = - ]
Chia tir va mau cua phén thitc cho n~ (n” 1a luy thira bac cao nhat cua » trong
tir va mau cua phén thire), ta duoc

£ 2 _L
21 R B
2n% — n - 2 _ I
no g2
Vi 11111[3 + % - LS] =3>0, lim{2 - Lz] =0va 2 - LZ > (0 véi moinnén
n n 2 W LI
3 =
1111’13” —;2” ! =400, O
2n —n
3
. =2n" +n
Cau hoi va bai tap
11. Tim gi6i han cta cac day s6 (u,) voi
a) u, = —on’ +3n+5 ; byu, = J3n4 + 5n° — Tn.

12. Tim gi6i han cta cac day s6 (u,,) v6i

) __2”3+3”_2 ‘ b) _-{/nﬁ—?n3—5n+8
VT Ty = n+ 12
13. Tim cac gidi han sau :

a) lim(2n + cosn); b) lim[%ﬂrjz — 3sin2n + 5].

14. Chitng minh rang néu ¢ > 1 thi limg”" =+ = .

15. Tim gi61 han cua céc day s6 (u,) voi

3"+ 1
o

a) u, = b) u, =2"- 3",
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Luyen tap

16. Tim cac gidi han sau :

2 _ 3 4 _
) lim 2212 b) lim L~ 2
3 +n"+7 4n”+ 6n "+ 9
21" +3n -2 " —2.5"
c) 1imJ ”2 . : d) lim s 20 -
2n- —n+3 7+3.5"
17. Tim cac gidi han sau :
a) 11111(3113 —Tn+11); b) lim \/2n4 ey 59 .
o) lim Y1+ 2n— d)lim 42.3" —n + 2.

18. Tim céac gidi han sau :

19.

a) lim('an e JLoe ] n) :

Hiréng dan : Nhan va chia biéu thitc di cho véi \/nz +n+1+n,

1
ﬁﬂn+2—ﬁ/n+11

Huong dan : Nhan tir va miu cua phan thite di cho v6i afn + 2 + afn + 1.

I

Jn+2 -+t
2 A

e) lim (v +1 —+n)n f) lim V7 +3;1; " 2“” Ly

b) Iim

c)lim( n’ +n+2 - n+l); d) lim

. s o - e B , o mus g we
Toéng cua moét cap s6 nhan lui vé han la 3 tong ba s6 hang dau tién cua no la >

Tim s6 hang dau va cong boi cia cip s6 dob.

. Bong tuyét Vén Kéc

Ta bat dau tir mot tam gidc déu ABC canh a. Chia méi canh ctia tam gidc ABC
thanh ba doan thang bang nhau. Trén méi doan thang & gifta, dung mot tam
gidc déu nam ngoai tam gidc ABC réi xo4 diy cua nd, ta duoc dudng gip khic

khép kin H,. Chia méi canh clia H, thinh ba doan thang bang nhau. Trén méi
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doan thang & giita, dung mot tam gidc déu nam ngoai H, réi xoa diy ctia né,
ta duge duong gap khic khép kin H,. Tiép tuc nhr vay, ta duge moét hinh
giong nhu bong tuyét, goi 1a héng tuyét Von Koc ) (h. 4.6).

AP
AR

Hinh 4.6
a) Goi py, pyseoss Py 12 d6 dai cia Hy, Hy,..., H,,... . Chimg minh rang (p,) 1a

mot cdp s6 nhan. Tim limp,,.
b) Goi §, la dién tich ctia mién gidi han bdi duong gip khic H,. Tinh S, va
tim gidi han ctua day s6 (8,).
Hieémg dan : S6 canh ctia H, 1a 3.4". Tim d6 dai méi canh ctia H, , tir d6 tinh p, .
Pé tinh §, cAn chii ¥ rang muén c¢é H, ., chi cAn thém vio moét tam gidc déu

nho trén méi canh cua H,,.

(*) Helge von Koch I(IST‘} — 1924) la mot nha toan hoc Thuy Dién. Tén ctia 6ng gan lién véi mot
vi du vé mét hinh phang cé chu vi vé cuc va dién tich hitu han.
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GION UO-LIT NGUOI SANG TAO Ki HIEU

Tu rat s6m, nha toan hoc Anh Gién Ug-lit (John Wallis) da hoc
ti€ng Hi Lap, ti€éng La-tinh va tiéng Hé-bro. Nam musi [3m tudi,
6ng bat dau say sua hoc Toan.

Nam 24 tudi, 6ng dudc phong linh muc va tré thanh giao su
Toan tai frucng 5c-xph6t (Oxford) & Anh. Ong giang day va
nghién clu tai &6 cho dén cubi dai.

Ong c6 céng 16n vi da phat hién dudc thién tai toan hoc cla
Niu-ton. Ong la ngudi dau tién da dinh nghia mét cach chinh
xac luy thira véi cac s6 ma khéng, am va hiu ti.

b Yalin (816 =120%) Ong con |a ngudi sang tao ra ki hiéu « dé chi khai niém vé cuc.

B. GIGI HAN CUA HAM SO. HAM SO LIEN TUC

PINH NGHIA VA MOT sO PINH Li
VE GISTHAN CUA HAM SO

3
e

-~ - s @ % A " A .
1. Giéi han cua ham so6 tai mot diem

a) Gidi han httu han

Xét bail toan sau

2
2 " 2x=8 o g ses
Cho ham s6 f(x) = S va mot day bdt ki xy, xo, ..., X,

... nhitng s6 thitc

khac 2 (tiee la x,, # 2 voi moi n) sao cho limy,, = 2. (1)

Hay xdc dinh ddy cdc gid tri tuong iing fix,), f(x,), ..., fix,), ... ciua ham sé'va

fim lmf(x,).
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ix, # 2 nén

x4
- X #)

fx,)

= 2(x, + 2) véi moi n.

Do d6

Jixy )= dkypkd)y PRo)=AUXg HR2), vy XIS 402 e
Tir (1) suy ra

limf(x,) = lim2(x, + 2) = 2(limx,, + 2) = 2(2 + 2) = 8.
Ta néi rang ham s6 f ¢6 gidi han 14 8 khi x din dén 2.

Mot cach téng quét, ta cé

DINH NGHIA 1

Gia str (a ; b) 1a mo6t khoang chira di€ém x va f 12 mot ham sé x4c
dinh trén tap hop (a ; b)' {xy}. Ta néi rang ham s6 f ¢6 gidi han
12 s6 thue L khix din dén x, (hoac tai di€m x,) néu véi moi diy s6
(x,,) trong tap hop (a ; b) \ {xy} (toe la x, €(a ; b) va x,, # xy vVOi
moi n) ma limx, = xy, ta déu c6 limfix,) = L.
Khi do ta viét

lim f(x) =L hoac flx) - L khix — x,.

X —}.'I.'U

; . l
Vidu l. Tim lim [.r cos— | -
x =0 X
Giai
# % - l e * -~ 3 % 1 1 \
Xét ham s6 f(x) = xcos—- V&1 moi diy s6 (x,) ma x, # 0 v&i moi n va
X

® F 1 ~
limx, =0, tacé f(x,)= x,cos— - Vi

“iH

1
cos—
il i/

[F ] = |l

< |_1'H| va llml,r”| =)
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nén limjf(x,)=0. Dodo

; ; I
lim f(x)= lim [,r cos—] =ik O
x—0 x—=0 X
2
; 3x + 2
H1| 7im lim =27
x—=-1 X+ 1

Nhdn xét. Ap dung dinh nghia 1, d& dang chirng minh duoc rang :

a) Néu flx) = ¢ véimoix € R, trong d6 ¢ 1a moét hang s6, thi véi moi x; € R,

lim f(x)= lim ¢ =c.
X —}.'l'n X —}'.'l'U

b) Néu g(x) = x véi moix € R thi véimoix, € R,

lim g(x) = lim x = xj.
X —}.‘l'u X —}.'I.'U
b) Giéi han vo cuc
Giéi han v6 cure clia him s6 tai moét diém duoe dinh nghia tirong tu nhir giéi

han hitu han ctia ham s6 tai mot diém. Chang han, lim f(x) = + o c6 nghia
.‘l'—)'.TU

la v6i moi day (x,) trong tap hop (a;b) \ {x,} ma limx, = xy, ta déu cé

lim f(x, ) = + o0

3

Vidu 2. Tim lim 5
x31 (x — 1)
7 2= # s t » 3 - = * - % s #* =
(riai. Xét ham s6 f(x) = ( 1)2 - V6i moi ddy s6 (x,) ma x, # | v6l moi n
i
va limx, =1, ta c6f(x,) = ;2 Vi lim3=3>0, lim(x, - [§*=
tog, =15
va (x, - 1)2 > 0 véimoi nnén lim f(x,) = +w. Do d6
3

lim f(x) = lim ——— = 4o, ]
x>l =1 (x = 1)

Gi6i han cua ham sé tai vo cuc

Gi6i han cia ham s6 tai vo cuc (khi x dan dén +o0 hoac —») duwoce dinh nghia
trrong tw nhir gidi han ctia him s6 tai mot diém.
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DINH NGHIA 2
e Gia sir ham s6 f x4c dinh trén khoang (a ; +=). Ta ndi rang
ham s6 f ¢6 gidi han 1a s6 thue L khi x dan dén +o n€u véi moi
diy s6 (x,) trong khoang (a ; +0) (tirc 1a x,, > @ v6i moi n) ma
limx, = +o, ta déu c6
limf(x,,) = L.
Khi do ta viét

lim f(x) =L hoac f(x) —» L khi x — +o0,
X=—>+w

e Cic gi6i han

lim f(x)=+4 o, lim f(x)=- o0, lim f(x)=1L,

X—F+00 X =00 Y—>—00

lim f(x)=+4+o va Ilim f(x)=-o duwoc dinh nghia

X=—>—0 P
frong tu.
Vidu3
. e . T
a) lim —=0,vivdimoidiy s6 am (v,) ma limx, = — o, ta déu co
x—=-mX
]
lim— = 0.
x,
P
b) Twong tir, tacé lim — = 0. O
r—=>+om X
Nhan xét

Ap dung dinh nghia giéi han ctia him s6, c6 thé chitng minh dwoc rang :
V&1 moi s6 nguyén duong k, ta cé

1 +0o0 néu k chan

a) lim X =+ o ; b) lim x* = ) ,
X —>+w x—>—m —o0 néu k le
. 1 . |
c) lim 720; d) lim TzO.
X=r+od y X——w y

3. Mot s6 dinh li vé giéi han hitu han

Ap dung cdc dinh Ii vé& giéi han ctia ddy s6, cé thé ching minh dwoc céc

dinh 1i sau day vé gi6i han clia him s6.
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DINH LI 1

Giast lim f(x)= L va lim g(x)= M (L, M e R).Khidé

X=X i X —)'.JL'U

a) lim [f(x) + g(x)| =L+ M;
.l'—-).t’u ) N

b) lim [f(x) - g(x)| =L - M;
X—=rxp E

c) lim -f(ur)g(,r)] =&
.11'—>.'1'U )

Dac biét, n€u ¢ 1a mot hang s6 thi  lim [c'f(.r)] =

X —}.TD

" e FkE) -k
d) Néu M=0thi lim 2 i
) X=>Xg g(X) M

Pé dé nhd, ta ndi

Gidi han cua téng, hiéu, tich, thuong ciia hai ham so tai mot diém bdang téng,
hiéu, tich, thiwong cdc gioi han ciua ching tai diém dé (trong truong hop
thiuong, giof han ciia mau phdi khdc khéng).

Dinh 1i 1 vira néu va dinh 1i 2 ti€p theo van ding khi thay x — xy bdi x — +o
hodc x — —o.

Nhan xét

Néu k 1a mét s6 nguyén duong va a 1a mét hang s6 thi véi moixy € R, ta ¢6

; k ; . o ] : ’ k ok
lim ax” = lim . lim x. lim x.. lim x =a( lim x) = ax; .

X—» .'l'u X —}.TU X —)'.]l'n X "')‘.‘['U X —3',‘1'[] X —}.]l'u

k Ihivla s0
Vidu4. Tim
3 9 ™ e
a) llm (x”—5x°+7) ; b) lim - ; - =
x—2 X1l o E X

Giai

a) Ta c6 lim (x° -5x*+7) = lim x°— lim (5x%) + lim 7
e x—2 x—2 x—2

= 2°_5.2°+7=-5.
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xz—I—ZZ(.x+1)(x—2):x—2.

b) Véix=—1,tacéd

Xy x? (x +1) x?
Do doé
2

. —x-2 o ks

111]:1“:'r Y, :111]11{ e ]

x—>—1 3(3 e xl ¥ s xz

2

2x"—x+ 1

H2| 7im fim 2217 .

x—=>=1 _5['2 s EX e

2_
Vidio S T T 2“2 LA

EIHD X BX 3

Giai

- ¥ 5 X > £y > j 3 L o ®, A A K
Chia tir va mau cua phan thire cho x™ (x™ 1a Iuy thira bac cao nhét cua x trong
tir va mau cua phéan thirc), ta duoc

2 | 10
It —x#10 x 2 B .
Z R A = 2 véimoi x # 0,
X Pl 1+i_i
2 3
X X
Vi lim E—LJrE = li 2— lim L+ lim E
x>+l X XQ, _rs x=>+m X X—>+m XQ' X=>+D .I'3
p—— | , 1 . |
=2 lim —— lim —+10 lim —
x—»+o0 X X = 0 J:-Z =00 13

-2.0-0+10.0=0,

va lim (1 + % — 13] =1 néntheodinhlil.d), tacé
X—r+2 X X

e un
i 2x =240 0.5 O

X—¥4+0oD _rj + 3}:‘ — 3 1

2.1;4 — .t’3 +X
toon? 7

H3| 7im lim
X—r—m x
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DINH LI 2

Gia str lim f(x) = L.Khidb

X —rxg
a) lim |f(x)|=|L] :
.11'—}'.11'[]
b) lim 1,,3’_)”(.1" = %/E :
X —rxy

c) Néu fix) = 0 véi moi x € J' {x,}, trong dé J 1a moét khoang

nao dé chira xy, thi L = 0va lim 1/}"(1’ = \/E

.‘l"“)‘.‘l'u
4 3
\ . 2 —x"+ x
Vidu 6. Tim lim r ; :
x>0 Wy 4+ 2x"— 7
Giai
; o o 3
T 2t - P+ x : 2x — X +x
Vi lim 7 5 =2nén lim 2 5 = \/5 |
Fey—ongtap g o anell b i o S el
. : .. 3
H4| 7im lim ‘_rj + ?.1“ va lim \}_rs + Tx .
x—-1 r—>-1

~n Pm 51 - ~
Cau hoi va bai tap
21. Ap dung dinh nghia giéi han ctia ham s6, tim cdc gidi han sau :
2
X =% 1
a) lim g b) lim .
x=-1 x+ 1 x—=l 1’5 ¥
- # 1 % = o~ - 1 L ¥ ot
22. Cho ham s6 f(x) = cos— va hai ddy s6 (x, ), (x, ) vGi
X

| ” 1

N = e— £ =

-n 2”1-[ i !

| o
(Zﬂ—l-l)j

a) Tim gi6i han cua cac day s6 (x,).(x, ), (f(x,)) va (f(x,)).
|

b) Tén tai hay khéng lim cos— ?
x =0 X

151

baitap365.com



23. Tim cac gidi han sau :

a) im(3x? + Tx +11);
x—2

c) limx[] — l] ¢
x—0 X

e) lim |J'r2 — 4| x
x—v3

24. Tim cac gid6i han sau :

3x2 —x+7 ‘

a) lim 3
x=-0 Py ]

6
x4
& i rs—
x=>+00 Fy-—]

!

25. Tim cac gi6i han sau :

2
2) 1im<l Xt o

X —»—0od

81:2 —xX+3

.3
b lim ———=

=1 (2x — D2 =3) ;

4 3
b) lim 2x +47.1: 15 ;
X—>—o0 x  ae]

b
X- Qi)
dy Tim ‘3—
x=p=0 Iy~ — |

xafx

b) lim 5

X = +00 X — _|_ 2

PINH Li KEP VA BINH Li VE DIEU KIEN TON TAI GICI
“ HAN HUU HAN CUA DAY SO TANG HOAC GIAM

Trong bai nay ta sé dé cap dén mdt vai dinh li quan trong trong Ii thuyét gidi han,
duoc sir dung nhiéu trong Ii thuyét ciing nhu trong thuc hanh.

1. Cac dinh li kep

Ta nhac lai mét dinh Ii & dau chuong : Cho hai day sé (u,) va (v,). Néu |u”| <v, V6

moin va limv, =0 thi limu, =0.
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D6 la mét trudng hop riéng cla dinh Ii sau :
Dinh li 1 (Binh li kep vé gidi han cla day sé)
Cho ba day sé (u,), (v,)va (w,). Néu
u, <v, <w, véimoin (1)
va limu, =limw, =L (L€ R) thi limv, = L.
Chemg minh. Tu (1) suy ra

0<v, —u, <w, —u, véimoin.

H_

Vi lim (w,, —u, )= limw,, — limu, = L—L =0 nén lim(v, —u, )=0.
Do dé limv, = lim[(rn =" )-|-H”:|= lim(r“ =" )+ limu, =0+L=1L.

Vi du. Tim gidi han clia day s6 (u,,) véi

1
=2 + +.. At ——
o \’”2 + 1 \n‘nz + 2 'an + n

Gidi. V6i mbi sé nguyén kma1l<k<n, tacé
1 ]

‘\f +n Hz-i-:{ 2+1

Do do
1 <u, < " v&i moi n
Ny il T Sl
\an +n 4”2 + 1
o n _ n R
Dé thay lim———==lim—=—==1,do d6 limu, =1. O

\hrl + N Hl + 1

T dinh Ii 1 va dinh nghia gidi han clla ham sé ta suy ra

Dinh li 2 (Binh Ii kep vé gidi han cla ham s6)

Gia sir 7 la mét khoang chita x; va f. g, h la ba ham s6 xac dinh trén tap hdp
..-’\{_ru}. Néu f(x) < g(x)<h(x) véimoi xeJ \{_'-:U} va lim f(x)= lim h(x)=L

.1"-1'1'[] .'l"‘k‘l'n
thi lim g(x)=L.
X—>X

Ap dung dinh Ii 2, ngudi ta ching minh dude dinh Ii sau :
Pinh 1i 3

TN

x—=0) X
Chimg minh

Vi x # 0 nén ta chi can xét x trong moét khoang nao dé chira diém 0, ching han
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g5 E oE T % : y
e Trudc hét gia su x € [D ;Ej' Trén dudng tron T

= ; .
lugng giac, ta dat cung AM c6 s6 do bang x rad.

Tia OM cét truc tang tai diém T (h.47). Ta c6 dién x

o
tich A OAM < dién tich hinh quat OAM < dién tich 0 A
A OAT , tic 1a

%Siﬂ_r < %_r < %tan_r.

Hinh 4.7

v . g uE o e g L@ ot g
Vi x e (U Ej nén sinx >0 ; do d6 chia cac vé clia cac bat ddng thic trén cho

1 =
Esm_t', ta dugc

X 1
T ; (1)
511X COs X

Vicosx >0 vdi x e [O:g] nén tir (1) suy ra

SI X

CosS X < C (2)

X

Néu x € (—g ; OJ thi —x e (0 : gj : ap dung coéng thirc (2) véi (-x), ta dugc

cos(—x) < i i < 1, hay cosx < Naata | R
—X X
2 i : n T ) 2 r i
Vay véi moi x € [_5 ;5] va x = 0 ta luén luén co (2).
Vi ham s6 y = cosx lién tuc trén R nén lim cosx =cos0 = 1. Theo dinh Ii 2, tir (2)
x—0
suy ra lim i ].; Ed
x—=0 X

2. Piéu kién dé mot diy sé ting hoic giam c6 gidi han hiru han

Ta thira nhan dinh Ii sau :

Pinh Ii 4

a) Day sé tdng va bi chéan trén thi cé giéi han hiu han.

b) Day sé gidm va bi chan dudi thi cé giéi han hiu han.

Ap dungad]nh i 4, ngudi ta ching minh duoc su tén tai gidi han hitu han cla nhiéu
day s6. O day ta chi néu mét vi du quan frong. Xét day sé (u,,) véi

1 H
“n:[]’LF] ;
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Dung may tinh bo tui, ta tinh dudc cac gia tri gan ding cla cac sé hang clia né :

2:2,25;237037037 ; 2,44140625 ; 2,48832 ;. .. ; ujgop = 2.71692393; .. .;

Hioooo & 2.71814593 ;. ...

Ngudi ta chimg minh dugdc rang day |a mot day sé ting va bi chan trén (chdng han
bdi sé 3). Theo dinh Ii 4, day s6 nay c6 gidi han hiiu han. Gidéi han dé dugc ki hiéu la

e, firc l1a
.l H
= lim[l + —] :
H
Cling nhu s6 T, s6 ¢ c6 moét vai trd quan trong trong toan hoc. Ngudi ta da chimg
minh duoc rang né la mét sé vé ti va cé gia tr 1a
e =2,718281828459...

GIGI HAN MOT BEN

Trong dinh nghia lim f(x), ta gia thiét ham s6 f x4ac dinh trén tip hop

_'l'—}_‘['ﬂ
a:h)\ {x,}., trong dé (a: b) 12 mét khoang chita di€m x, . Nhur vay, cac gid
0 g : & 0 1y g
tri dwoc xét cta x 1a cdc gid tri gan x,, bao gém ca cdc gid tri 16n hon 1an nho
hon x;. Khdi niém gidi han mot bén xuat hién khi ta chi xét cdc gid tri cia

ham s6 v6i x > x; hoac chi xét cdc gia tri ctia ham s6 véi x < xy.
1. Giéi han hitu han

DINH NGHIA 1

Gia sir ham s0 f xdc dinh trén khoang (x, ; b) (x5 € R). Ta néi
rang ham s6 f c6 giéi han bén phai la sé thue L khi x dan dén x,
(hoac tai diém x,) néu véi moi diy s6 (x,) trong khodng (v, ; b) ma
limy, = x, ta déu c6 limfix,) = L.

Khi dé ta viét

lim+ f(x) =IL:hodie fix) — LKA ¥ > %5,
X = xg

Dinh nghia giéi han bén trii ctia him s6 duoe phat biéu tuong tur.
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DINH NGHIA 2

Gia sir him s0 f xdc dinh trén khoang (a ; x;) (x5 € R). Ta néi
rang ham s6 f ¢ giéi han bén trai 1a s6 thue L khi x dan dén x;
(hoac tai diém x,) néu véi moi diy s6 (x,) trong khoang (a ; x;)
ma limx, = xg, ta déu cé limfix,) = L.
Khi dé ta viét

lim f(x)=L hoac filx) - Lkhix— x;.

i _’-"U_

Nhan xét

1) Hién nhién néu lim f(x) = L thi ham s6 f ¢ gidi han bén phai va gidi
.]l'—}.‘l'[]

han bén trdi tai di€ém x, va lim f(x) = lim+ fix)y=1L;
X —>.TU = 'TU

2) Ta thira nhin diéu nguoc lai cling ding, nghia 13

Néu lim f(x)= 1i1:11+ f(x)=L thi hm s6 f ¢6 giéi han tai diém x, va
X '—}]LU X —}"'lu

lim f(x)= L.

X =rxy

3) Cac dinh 1i 1 va dinh i 2 trong §4 van ding khi thay x — x;, boi x — x;
hoac x —» .rﬂ+.

Vidu 1. Goi d l1a ham dau

(—1 véi x <0,

dx)=3 0vél x =0,

| vl x = 0.

e

Tim lim d(x), lim d(x) va lim d(x) (néu cd).
x—0 x—=0" x—0

(ridi
Voix<0,tacod dx)=-1.Do doé

lim d(x)= lim (-1) =-1.

x =0 x—0
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Twong tu, ta c6

by
lm d(x)= lim 1 =1.
x=0" x—0"
Vi lim d(x)# lim d(x) nén khoéng tén i
x—0" x—0" ! &
) 0 x
tai lim d(x) (h.4.8). . o1
xr =0
H1| Tim gioi han bén phéi, gioi han bén trai
va gidi han (néu co) ctia ham sé Hinh 4.8
X vol x < — 1,
) =

255, .8 Vi Sl

khi x dan dén —1.

Gioi han vo cuc

1) Cac dinh nghia lim f(x)=+oo, lim f(x)=—-o, lim f(x)=+®

X—rxp X—rxp X —>_1'a'

va lim f(x)= - o dugc phit biéu twong tu nhu dinh nghia 1 vA dinh
x—rxp

nghia 2.

2) Nhén xét 1 va nhan xét 2 van ding déi véi gidi han vo cuec.

Vidu2
a) Tir dinh nghia giéi han bén trdi va giéi han bén phai cia ham sé, ta ¢

. | o . 1
lim —=—oova lim — =+ oo,
r=0" X x=0" X

T | . e
Vi lim —# lim — nénkhoéng tontai lim — (h.4.9a).
x=0 X x—o0" X x—0 X

g S , i
b) Dé dang thiay rang lim —— = +o0. Do d6
x>0 |l x|

lim . =4oova lim . =+ (h. 4.9b). O

x—0 | x x=0" | x|
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H2

lim
B

Tim

2—x

b}

Hinh 4.9

Cau haoi va bai tap

26. Ap dung dinh nghia giéi han bén phai va gidi han bén trai cia ham sé, tim cac

g161 han sau :

a) lim +/x -1 ;

=17

1
1_
ok T

.
)

b) lim (Jﬁ 4 2x) :

27. Tim céac gidi han sau (néu cd) :

|.x—2]

lim ————;
a) lim >

x—=27
28. Tim cac giéi han sau :

X + 2\/: _

a) lim ¢
x—=0" x — \/?
2 .
. X4+ 3x+ 2
c) lim :
x> (=" 1 A
158

=5
B Tiii—
R
. |x — 21 o lx =21
i~ e
s 2
b) lim :
B 1’2 .
2 ,
X —=Tx+12
& L V- Ta -
x3 g — 52
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29.

30.

3

Cho him so6

2|x| - 1 véi x < — 2,
Fle)=

Jm@+1 véi x > — 2.

Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néu cb).

x=(=2)" x—=(=2)" xX=>»=2

Luyén tap

Tim cac gi61 han sau :
2
; x x+ 1
a) lim_ 1x2 — 8l O
x—3 -2 x2 4+ 2x
3 :
¢) lim ; h d) lim 3 \,ZYS 1) :
x =~ — 3 x—>3 Y — 6
[ T 21x+ 11— Syfx? -
e) lim : : s f) lim : .
=3=2 T2 £ B TaEE ) Ix+ 3
. Tim cac giéi han sau :
3 %
a) lim a ,+ 2\5 . b) lim T ks :

_r—}—ﬁ 3(2 — 22 X3 2,1'2 -3x-9

4
i Jl-x+x—1
& T e 0 iy T e,

lim 5 : _
Xp=2 g g X1 2

. Tim cac gi6i han sau :

5 3 .
&) T %'+*3 L, By T 2l + 3 ,
X —>+o0 (21 —_ 1)(.1’ + j-) X == 2 w g §
2 ;
o iy NE EEAIR, d) lim (x+1) f———.
x>-o  2X+3 X —>+e0 2x" +x° +1
Cho ham s6
f&h=ﬁ2_2x+3 véi x < 2,
4x — 3 vol x > 2.
Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néu cd).
x—2* x 2 x—7
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MOT VAI QUY TAC TIM GIGI HAN
_vocuc

C4c dinh 1i trong muc 3 §4 chi ding déi v6i cdc gidi han hitu han, khéng 4p
dung duoc cho cac gidi han v6 cue. Trong muc nay, ta s€ gidi thiéu moét dinh
11 lién quan dén gidi han v6 cuc va hai quy tac tim gidi han v6 cuc. Dinh 1i va
c4c quy tac ndy duoc 4p dung cho moi trudng hop :

X—>Xgy X —)x{;’, X —>Xy, X—>+0vyax——o0,

Tuy nhién, dé cho gon, ta chi phit bi€u cho trudng hgp x — x,.

DINH LI

Néu lim |f(x)|=+ e thi lim 0.

X =Xy X =¥ xy f(l)

Dé dang suy ra dinh 1i trén tir dinh nghia gi6i han ctia ham s6.
Quy tac 1
Néu lim f(x) =2+ va lim g(x)=L#0 thi lim [flx)gx)]

x> X=X X =g
dwoc cho trong bang sau :

_1-12[, f(x) D&y ofin T _1_1_if::_0[f (x) g(x)]
+00 + +a0
+o0 — —aD
—_—— + —0
_0 - 400

Vidu 1. Tim
a) lim (2x°— x*+ 3x - 5); b) lim — ,21 :
X —>= 00 x=>-oQx"— x“+ 3x -5
Giai
a) Ta co
2 — ¥ +3x-5= .r3[2 = %—l— iz = ij} voéimol x # 0.
X X X
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G - . | %
Vi lim .1‘3 — — o0 va lim 2——+—_2—
X == X=» =D ‘

] =2 >0nén

lim 2x°- ¥*+3x-5)=-w.

i

BLNE Tim [20% — o 3%~ 5‘ = 4o nén lim — 21 —0. O
X =00 X=2=2 2y  — x"+ 3x -5

Vi du 2. Tim _1_1:11@,/3_1’2— 5x .

Gidi

Véix <0, tacd

1}31'2 —Sx =
y
lim 43 — E = \E >0nén lim 1/33{'2— 5x =400, O

r—»—o0 X X—»—od

xz[fﬁ—é] e 1 HklBer . N BEL [ ek 5 W

X X X = =0d

H1| 7im lim 13/1-2— 2%
X—>+w
Quy tac 2

Néu lim f(x)=L#0, lim g(x)=0 vag(x)>0hoac gx)<0

X—rxg X—rxg

véi moi x € J \{xy}, trong d6 J la mét khoang nao doé chira x;

thi lim J(x) dwoc cho trong bang sau :
X=rxg 2(1)
, . fx)
A1 cl Al cll - lim
DAu cua L Dau cua g(x) o (%)
+ + +0
+ — —0
_ ¥ —o0
_ — }00
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162

Vidy3, Tim. lim, —2

x— =2 (.t‘—I— 2)2
Gidi
Taco lm 2x+1)=-3 <0, lm (x+ 2)2 =Yg (x - 2)2 > 0 véi moi
x—»=2 T ey |
2% -2 Dodé lim 2‘—“2 B -
X —==2 (I‘l’ 2)
1 gD

Vidu4. Tim lim

x—=2" X —2

Gidi

Vi lim (,1'2+.r— 2)=4>0, lim (x —2)=0vax—-2>0vé moix>2 nén

Fuygr Fi— T
: x2+ Ko
lim s Aieh, |
B N
2
; XX 2
H2| 7im |lim .
X =2 X =2
2% — 5x% 4+ 1

Vidus. Tim lim

RS Tt

Gidi
Chia tir va mau cta phin thitc cho o (xS 12 lu¥ thira cia x c6 bic cao nhit
trong tir va mau cua phén thirc), ta duoc

2—5+ !
2x3 - 5x% +1 % g8 g
5 =y T véimol x # 0.
Atk Bl T
X203

Vi lim [Z—E—FL]:Q}O, lim (1——L+L]=0Vfl
X X 2 3

X = —oD 1-3 X —» —w

l_LJrL:l 1—1—+L <0 vé1 x <0nén
X Y 2 3 X X '{2

B 5T
lim - =
r—=-0 y—x4+1

— 00, ]
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Cau haéi va bai tap

34. Tim cac giéi han sau :

a) lim 3x° —5x2 +7) :

X —»—00

35. Tim cdc gidi han sau :

2x+1 ‘

)

) lim 3

c) lim (l — L] :
xr—0\ X _1(2

36. Tim cac gidi han sau :

, x> =5
a) lim 5 ;
x—=>+0 y© 4]

37. Tim cac gidi han sau :

3 e Bt L]
ol (x=1)2 2x=3|°

by lim y2x* —3x+12.

X—>+w
i T 2x+1
X2~ X = 2

b) lim 25 .
x=2l(x = D(x" = 3x + 2)

§ CAC DANG VO PINH

Khi giai c4c bai todn vé gidi han, ta cé thé gap mot s6 trudng hop sau day :

1) Tim limf(x), trong d6 limf(x) = limg(x) = 0 hoac limf(x) = £ o,

g(x)
limg(x) =+ o,

2) Tim lim[f{x)g(x)], trong dé limf(x) = 0, limg(x) = £+ =,
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3) Tim lim[f{x) — g(x)], trong doé limf{x) = limg(x) = 4o
hoac limf{x) = limg(x) = —o0,
(Khi x — xy, hoac x —M'[']" , X =>Xg ,X = +0, X —» —c0),

Khi d6 khéng dp dung duoc cic dinh 1i vé gidi han hitu han cling nhur cdc quy
tac tim gidi han v6 cuc. Ta goi dé 1a cdc dang vo dinh va ki hiéu chiing, theo
thir tur, 1a
e 2) 0.0 : 3285 65:

0 o
Khi tim giéi han cdc dang nay, ta caAn thuc hién mot vai phép bién déi dé cé
thé sir dung duoe cdc dinh I va quy tac da biét. Lam nhw vay goi 1a khir dang
vé dinh. Sau day 1a mét s6 vi du.

0 o0

1. Dang — va —

164

0 a0

x = f2x =1

Vidul. Tim lim “2 :
=1 x* - 12x +11

Giai

= 0 - - = e - -
Ta c6 dang v6 dinh 0 Nhan tir va mau cua phan thitc v8i x + f2x — 1,

ta duoc

e | (- 1/2.1‘ — 1)(x + 1(‘2.&’ - 1)

o120 411 (% 120 £ LD (x + 2x - 1)

3 1’2 —2x +1
(x —D(x—=1D(x + 1]2,1' —1)
= e véi x # |
(x—1D(x+42x-1)"
Do dé
. X — 1/2,1' — 1 g x —1
lim - = lim = ]
a2y — [ 2x + 11 x=21(x —11)(x + 1/23{ - 1)
4 _
H1| 7im fim ———1°
x=>=2 x3 4 2x?
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6
i ; X~ —=3x
Vidu 2. Tim lim 5 -
x=r—o 2x° 4 ]
Gidi

- o0 o - Fa
Ta c6 dang v6 dinh — . Véimoi x <0, ta cd

oo
Jx® = 3x = Jxﬁ [1 — iﬁ] = |.1r|3 1 2= iﬁ =’ 1= i
X X X’
Do dé

— 3 1 s

e x> X

2x% +1 2x% + 1 2. 1

\ 3

Vi lim l—ijzl, lim [%+L3]=0V512+L*ﬁ0 voi moi x < 0
X

X—»—0 X x—=—awmh X x ,1‘3
neén
6
Y — 3x
lim 5 = 4+ .
ey dxs i ]
6
e 1
H2| im  lim 2.
X—»+od 2_1-2 +1
2. Dang 0.0
N
Vidu3d. Tim lim (x — 2)
T JL’ —d]

Gidi

Ta c6 dang v6 dinh 0.c0. V&i moi x > 2, ta c6

(x=2) f—=(x-2) vy » w-lﬁ_
x° -4 J(.l’ —2)x + 2) -..fx + 2

lim (x — 2) lim "'Y_ J_ CL\E:O. ]

x>t s M 2 2

Do dé
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3. Dang ow— o

Vidu4. Tim lim (1 +x —fv).

X —»+00
Gidi
# - o % . « 7 # -u LA .7 -
Ta c6 dang v6 dinh o — o, Nhin va chia bi€u thitc dd cho véi biéu thirc

-J1+.T+\E,tadlrgc

F—\/,_‘Z (1.1‘1—!—.11‘—\/;)(\}1 —I—_.r—I-\/I) _ ] _
T ‘ \/1+x+\/.? ~J1+x+\/;

Do dé

|
lim (/1 + x — 1}1‘) = lim —=—————5 = 0.
x>+ X =—>+00 1“ L T J?

(JJ1+ x +[x duoc goi 1a biéu thie lién hop clia biéu thief1 + x — +/x ). O

Cau hoi va bai tap

38. Tim cac gidi han sau :

B 2 G
2) lim =5, b) lim 223
x=2 x* -4 X3y (E3)
2 ;| F3.q_
o) lim 223, @) lim XL
r=>(-3)  (x+3) =0 " 4x
39. Tim cac gidi han sau :
2 2
. N 2" —lE+12
a) lim Ll , 0 : b) lim J x r_ :
x40 Q33 x-Sl xl-17
40. Tim cac gi61 han sau :
: 3 X ;
a) lm (x° +1) 5 ; b) lm (x + 2)
x=>(=1)" x° =1 X3+

41. Tim cac gi6i han sau :

a) lim (ﬂ,rz +1 - J{') ; b) lim (2% —x” -1 ,

x>+ x—>l X~ —x

166
baitap365.com



43.

43.

. Tim cac gidi han sau :

a) lim [l + LZ] ]
x—=>0\ X X
I =
c) lim ;
a9 9=x
e) lim ol :
X =400 2&' =3 ?

Tim cac gidi han sau :

a) lim

¥ @ 3\/5 ‘
2 L]

x>-3 3 x

c) lim

e ) e

a) lim
X —F—od

c) lim
X —>+D

1/1 -1 .

Yg—X

. Tim céc gidi han sau :

2x° + x
X, j— :
X —-x 43

\/25'4 + a2 -1 ‘

| — 2x

Tim cac gidi han sau :

a) lim
x=0"

c) lim
=3

\I.l'g e Aone \/: )
2 s
X

3—x

V27 - & |

]

Luyen tap

3
: x° + 8
" fin Sy
2 - 1/4 - X
d) lim 1 ;
x—0 X

4
f) lim —M

r=3—-w X T 4

-2

b) lim —
x—>4 3('2’ —dx

2
X +x+1-1
d) 1im‘/‘r - -

x—0 3x

2
X+ X + .
b) lim el + ofx” +x

X—F— x+ 10 ’

d) lim (1/2,1»2 +1+ x).

X ==

. A1l —x
b) lim x :
ol P = Bdd B

3 e
d) lim ‘;—8-
x=2% x°=—2x
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$ L

Trong dinh nghia gidi han ctia hAm s6 tai mot di€ém, ta khéng gia thi€t ham s6
xdc dinh tai diém dé. Hon nita, né€u ham s6 xdc dinh tai diém dirge xét thi gidi
han (né€u c¢6) va gid tri clia ham s6 tai diém dé khéng nhit thi€t bang nhau. Tuy
nhién véi nhimg ham s6 thudng gap nhur cac ham da thire, cdc ham phén thirc
hitu ti, cAc hAm s6 lwong gidc, ..., gi6i han va gid tri cia hAm s6 tai m6i diém ma
n6 xic dinh 1a bang nhau. Cic ham s6 c¢6 tinh chat vira néu déng vai trd quan
trong trong Giai tich va trong cdc nganh Todn hoc khiac. Nguwdi ta goi ching 1a
cac ham soé'lién tuc.

HAM sO LIEN TUC

LY ~ - A - A - _n.?
1. Ham so6 lién tuc tai mot diem

DINH NGHIA

Gia str ham s6 f xac dinh trén khoang (a ; b) va xy € (a ; b). Ham

s0 f duoc goi 1 lién tuc tai diém x, néu

lim £(x) = f(xp).

Ly

Ham s6 khong lién tuc tai diém x, duoc goi 1a gidn doan tai

di€ém x;.
Vidul
a) Ham s6 fix) = * lien tuc tai moi diém
Xo € Rvi
: )
lim £(0) = 33 = f(xp).
X=X
b) Ham sé
! G1x #0
— vl X
fix)=9x
0 voix=0 Hinh 4.10

gian doan tai diém x = 0 vi khéng tén tai lim f(x) = lim L (h.4.10). ]
x—0 x—=0 X

168

baitap365.com



Vi du 2. Xét tinh lién tuc cua ham s6

J,.r? SVEE b |

§i5 = [ _
1 5 vol x = — 1
tai di€ém x =—1.
Giai
Taco

lim f(x)= lim P+ =2 vafi-1)=

x—=>=-1 X ==

Vi lim f(x) # f(=1) nén ham s6 f gidn doan tai diém x =—1 (h. 4.12).
I

X —r—

»

[ T T

nY

Hinh 4.12

H2| Xét tinh lién tuc ctia ham s6

tai diém x =1 (h. 4.13).

1

2

HA1| Xét tinh lién tuc ciia ham s6 f(x) = x| tai diém x =0 (h. 4.11).

4 Y
ﬁ
A
(7 X
Hinh 4 .11
4y
2

|
;
|
o 1

Hinh4.13

2. Ham so6 lién tuc trén mot khoang, trén mot doan

DINH NGHIA

a) Gia st ham s6 f xdc dinh trén tip hop J, trong d6 J 12 mot
khoang hoac hop cta nhiéu khoang. Ta ndi rang ham s6 f lién
tuc trén J n€u né lién tuc tai moi diém thuoe tap hop dé.

b) Ham s6 f xac dinh trén doan [a ; b] duwoc goi la lién tuc trén
doan [a ; b] né€u nd lién tuc trén khoang (a ; b) va

lim f(x) =f(h).

lim f(x) =fla),

+
X
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Vi du 3. Xét tinh lién tuc cua ham s6 by

fix) = «,,fl — ¥% trén doan [-1 ; 1]. ¥ =+1-x2

Gidi

Ham s6 di cho xdc dinh trén doan -

[ . -1 9 1 *
Hinh4.14

Vivéimoixg e (—=1;1)tacd

lim £(x)= lim yfl - x% = {1 - 22 = f(xp),

X—> Xy e Xy

nén ham sé flién tuc trén khoang (-1 ; 1). Ngoaira, ta cé

lim f(x)= lim 1 - x2 =0=f-1)

x= (=1 = (-D*
va Iim f(x) = lim -\fl —x? =0 =f(1).
x—l =l
Do dé ham s6 da cho lién tuc trén doan [—1 ; 1] (h. 4.14). O
CHUY

Tinh lién tuc cta ham s6 trén cdc nira khoang [a ; b), (a ; b],
[a; +») va (- ; b] duoc dinh nghia twrong tu nhur tinh lién tuc cia
ham s6 trén mot doan.

H3| Chimg minh rang ham s6 fix) = \fx + 1 lién tuc trén nira khoang [-1 ; +»)

(ture la hén tuc trén khoang (-1 ; +o)va lLim  f(x) = f(=1)).
x> (=17

Qua céac vi du di xét, chang han vi du 3, ta thdy ham s6 lién tuc trén mot
khoang hoac trén moét doan c6 dé thi 1a mot dwrdng "lién nét". Trong vi du 2,
him s6 f gidn doan tai diém x = —1 ; d6 thi cia né khong phai 14 mot dudng
lién nét.

Nhdn xét. Tir dinh 11 1 va nhan xét sau dinh 1i 1 trong §4, dé dang suy ra

1) Téng, hiéu, tich, thirong ctia hai him s6 lién tuc tai mo6t di€ém 14 nhitng him
s6 lién tuc tai di€ém dé (trong trudng hop thuong, gid tri ciia mau tai diém dé
phai khac 0).
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2) Ham da thifc va ham phéan thic hitu ti (thuong ctia hai da thie) lién tuc trén tp
x4c dinh ctia chiing (titc 12 1ién tuc tai moi di€ém thuodce tap x4c dinh clia ching).

Ta thira nhan dinh 11 sau

DINH LI 1

Cédc ham s6 lwong gidc y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx
lién tuc trén tip xac dinh cua chiing.

Tinh chat cua ham sé lién tuc

DINH LI 2 (Dinh 1i vé gid tri trung gian ctia ham s& lién tuc)

Gia str ham s6 f'lién tuc trén doan [a ; b]. Néu fla) # fib) thi
v6i moéi s6 thue M nam gitta fla) va f(b), ton tal it nhat mot
diém ¢ € (a ; b) sao cho flc) = M.

&Y
Y nghia hinh hoc cua dinh li 5
Néu ham sé f lién tuc trén doan [a ; b] va )
M la mét s6 thuc nam giita f(a) va f(b) thi //_i‘{

duwong thang y = M cdt do thi ciia ham sé :

y = flx) it nhdt tai mét diém cé hoanh dé

c e (a;b)(h.4.15).

M 2 Hinh 4.15
HE QUA

Néu ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b] va fla) fib) < O thi tén
tai it nhat mot diém ¢ € (a ; b) sao cho f(c) = 0.

Y nghia hinh hoc ctia hé qua
Néu ham so f lién tuc trén doan [a ; b] va
fla)(b) < O thi do thi cia ham s6 y = f(x)
cdt triuc hoanh it nhdt tai mot diém cé
hoanh dé ¢ € (a ; b) (h.4.106).

Vi du 4. Cho ham s6 P(x) = Crx-1. *
Ap dung hé qua, chitng minh rang phwong
trinh P(x) = 0 c6 it nhiat mét nghiém
dwong nhd hon 1. Hinh 4.16
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Gidi

Ham s6 P lién tuc trén doan [0 ; 1], P(0)=—1vaP(l)=1.
Vi P(0)P(1) < 0 nén theo hé qua, tén tai it nhiat mét diém ¢ € (0 ; 1) sao

cho P(c¢) =0.
x = ¢ chinh 13 m6t nghiém dwong nhd hon 1 cua phwong trinh P(x) = 0. O
; X% +5x-2 : ¢ ; : : 2
H4| Cho ham sé fix) = e Chitng minh rang tén tai it nhat mét diém
X

¢ € (0 ; 2) sao cho f{c) =-0.8.

46. Chitng minh rang :

Cau hoi va bai tap

3
: : § x> =1 . . I
a) Cac ham s6 f(x) = X —x+3 va g(x) = = lién tuc tai moi diém
x°+1
x € R.
Sk L
b) Himsé f(x)=4 x-2 " ’
L véi x =
lién tuc tai diém x = 2.
-1 .
. ) vol x # 1,
¢) Himsé f(x)=4 x -1
2 vol x =1

3 & gy
gian doan tai diem x = 1.

47. Chitng minh rang :

a) Hims6 f(x) = =% +2 lien tuc trén R ;

|

b) Haim s6 f(x) = Tz

lién tuc trén khoang(—1; 1) ;

1 - x

c) Himsé f(x) = 8 — 2x% lién tuc trén doan [-2 ; 2] ;

; : ; ; 1
d) Him s6 f(x) = ¢2x — 1 lién tuc trén nira khoang [— ek 05] :
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48. Chirng minh rang moi him s6 sau day lién tuc trén tap xdc dinh ctia né :

_1'2 +3x+ 4 +
2x + 1

B) F(x) =+l — x4++2=x.

a) f(x) =

49. Chirng minh rang phuong trinh
v2cosx + xsinx +1 =0

c6 it nhat moét nghiém thude khoang (0 ; ).

Mo (e e i -;,",-_r_-:;," T 1
I & -l SR AL NS
- T 1 - , A
Dbat doc inem |

| ol AR |
o=t A

e
o

u'r'J"i'a.

;,--*?T‘IM GIA TR| GAN BUNG NGHIEM
" cUA PHUONG TRINH

Ta sé& dua ra moét ki thuat tim gia tri gan ding nghiém clia mét phuong trinh nho ap
dung hé qua cla dinh Ii vé gia tri trung gian cla ham sé lién tuc.

Gia sir ham sé flién tuc trén doan [a ; b] va fla), fib) trai dau. Khi dé, khoang (a : b)
chira it nhat mét nghiém clia phuong trinh fix) = 0.

a+bh
2

I. Néu fim) = 0 thi m la mét nghiém clia phuong trinh.
2. Néu fim) = 0 thi f(m) trai dau véi fla) hodc trai dau véi f(h).
a) Néu f(m) trai dau véi fla) thi phuong trinh cé nghiém nam trong khoang (a ; m).

Goi m |a trung diém clia doan [a ; b], tic la m =

b) Néu f(m) trai dau véi f{b) thi phuong trinh cé nghiém nam trong khoang (m ; b).

Gid sir xay ra trudng hop a). Goi m, la trung diém cha doan [¢ ; m], tic 1a
a -+ m
2

Tiép tuc qua trinh d6, sau mét sé hiiu han budc, ta tim dudec hoidc mét nghiém cla
phuong trinh ho#c gia tri gan dung clia moét nghiém véi dé chinh xac mong muén vi
cac doan chira nghiém ngay cang "that" lai.

. Ta lai xét gia tri f{m,) nhu da lam ban dau.

H?| =

Vi du 1. Ham s8 fix) = —2x° + 7x” + 6x — 21 lién tuc trén R. Vi i-2) = 11 va

fi—1)= —18, nén phuong trinh —2x° + 7x” + 6x — 21 = 0 c6 it nhat mot nghiém

trong khoang (-2 ; —1). Ta tim gia tri gan ding cGia nghiém &6 theo cach da néu.
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e Trung diém clia doan [-2 ; —1] 1a 1,5 ; Vi fi—1,5) = —7.,5 nén phuong trinh cé
nghiém nam trong khoang (-2 ; —1,5).

e Trung diém cla doan [-2 ; —1,5] 1a =1,75 ; Vi fi—1,75) = 0,65625 nén phuong trinh
cé nghiém nam trong khoang (-1,75 ; —1.3).

Ta tiép tuc lam nhu vay cho dén khi dat duoc gia tri gan dung cha nghiém véi dé
chinh xac can cb.

Quy tac thue hanh

Trong tinh toan ta khéng quan tam dén cac gia tri lién tiép cla fix) ma chi quan tam
dén dau clia chung. Vi vay, ta ghi cac gia tri lién tiép clia x trong mét bang gém hai
cot : cot + va cot —.

e Trong cot + ta ghi cac gia tri clia x, tai d6 f{x) lay gia tri duong.

e Trong c6t — ta ghi cac gia tri cla x, tai d6 f{x) lay gia tri am.

¢ M0Gi gia tri tiép theo clia x |a trung binh céng clia gia tri sau cung cla cot + va gia tri
sau cling cla cét — trude nob.

¢ Nghiém cla phuong trinh nam gilra gia fri sau cling cla cét + va gia tri sau cung
cla cot —.

Chang han, véi vi du 1, ta c6 bang sau :

_l_ —
f-2)=11 -3
-1 fi-1)=-18
135 f-135)=-175
fi-1,75)=0,65625 | -1,75
~1,625 f(=1,625) = -3,68359375
~1,6875 £(-1,6875) = —1,5805664063
~1,71875

Phuong frinh c6 nghiém x, thoa man
il P Xy =1, T8O
Gia tri gan dung clia nghiém la —1.7 sai khac khéng qua 0.1. Cd

Vi du 2. Tim gia tri gan dung clia J2 véiba chirsé thap phan.
Gial
Ta thay J2 13 mot nghiém cla phuong trinh

fty=x>-2=0.
Vi fil) = —1 va fi2) = 2 nén phuong frinh trén cé mét nghiém nam trong khoang (1 ; 2) ;
d6 1a 2 (con nghiém 2 cia phuong trinh ndm ngoai doan [1 ; 2]). Bang sau
day cho ta gia tri gan dung clia J2.
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~ +
1
2
1,5
1,25
1,375
1,4375
1,40625
1, 421875
1,4140625
141796875
1.416015625
1,4150390625
1,41455078125

T bang trén ta cé
14140625 < \/5 < 1,41455078125.

Gia tri gan dung cta \5 la 1,414 sai khac khéng qua 0,001.

Luyen tap

50. Chitng minh rang :

S1.

a) Ham sé&
(x+1)% v6ix<0
fxy=15", _
x“+2 voix>0
gidn doan tai diém x = 0.

b) Méi ham s6

gli)= 1{1 — 3 va h(x) =+ 5 .2

lién tuc trén tip xac dinh cua né.

Giai thich vi sao

a) Ham s6 flx) = x? sinx — 2cos® x + 3 lién tuc trén R ;

¥ + xcosx + sinx

b) Ham so g(x) = - S -
) 8 2sinx + 3

lién tuc trén R ;
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175



52. Chitng minh rang ham s6 f{x) = T LB

- ;)
2x + 1)sinx — cos™ x _, .
( ) lién tuc tai moi di€fmx = kmn, k € Z.

c) Ham sé A(x) = :
xsin.x

lién tuc trén tp xdc dinh
X —

cua no.

53. Chitng minh rang phuwong trinh 4+ x+1=0 cé it nhit moét nghiém am

16n hon —1.

54. Cho ham so6

176

F(x) = % vol x # 0
! vol x =0
a) Ching t6 rang f(—1)f(2) < 0.
b) Chitng t6 rang phuwong trinh f(x) =0 khéng cé nghiém thude khodng
(-1 ; 2).
¢) Diéu khang dinh trong b) c6 mau thuin véi dinh 1i vé gi4 tri trung gian clia
ham s6 lién tuc hay khéng ?

c0O-SI, NHA TOAN HOC LON

Nha toan hoc Phap Cé-si (Cauchy) 14 mét trong nhiing ngudi sang lap ra Gii tich
hién dai, déng thdi 6ng cling ¢d nhiéu déng gdp sau sac trong cac nganh toan hoc va
khoa hoc khac. Ong da d€ lai dau an thién tai cia minh trong nén Toan hoc thé ki XIX.
Sinh & Pa-ri, tir rat sdm éng da ham mé toan hoc. Nam
mudi sau tudi 6ng vao hoc Pai hoc Bach khoa Pa-ri va
tré thanh ki su. Sau d6, 6ng tham gia xay dung quén
cang Sec-bua (Cherbourg). Hing say lao déng nhuhg
s(fc khoé khong tét, 6ng danh phai trd vé gidng day
Giai tich va Cao hoc tai Pai hoc Bach khoa Pa-ri.

Tu thé ki XVIII, nha toan hoc Thuy Si Lé6-na O-le
(Leonhard Euler, 1707 — 1783) da phat trién phép tinh
vi phan clla nha toan hoc Anh Niu-ton (Newton, 1642 — 1727)
va nha toan hoc Blc Lai-bg-nit (Leibniz, 1646 — 1716).
Tuy nhién, cac khai niém voé cuc, voé cung bé va voé cung
|6n van con téi nghia, khéng ré rang, 1ap luan coén thiéu
chat che.

Augustin Louis Cauchy
(1789 - 1857)
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Trong giang day, Cé-si quan tdm d3c biét dén viéc dinh nghia cac khai niém maét
cach chat ché. Nhiéu dinh Ii va phuong phap do 6ng chihg minh va phat minh mang
tén 6ng. Chinh 6ng la ngudi dau tién da trinh bay khai niém gidi han cla ham sé
bang ngén ngr nhu hién nay dang duoc giang day trong cac trudng dai hoc.

Giao trinh Giai tich ma éng giang day va céng bé da ngay lap tic bi cac sinh vién va
cac dong nghiép phé phan béi vi néi dung clia né vuct xa muc tiéu dao tao cac ki su
tuong lai thdi d6. Cudc cach mang ndm 1830 da lam gian doan su nghiép cla éng.
Trung thanh véi Sac-lo X (Charles X), 6ng da fir chéi khéng tuyén thé trung thanh véi
vua Lu-i Phi-lip Pooc-1&-ang (Louis Philippe d'Orléan), ngudi thay thé Sac-lo.

Ong da bi di day 8 Tu-rin, sau d6 & Pra-ha. Tai day 6ng da lam gia su cho céng tudc
Booc-d6 (Bordeaux), chau clla vua Phap bi phé truat.

Trd vé Pa-ri nAm 1838, tinh c6 chap clia éng vé chinh tri d&i véi ché dd méi da khién
6ng bo 16 nhiéu vi tri céng tac ma nhiéu ngudi ao uéc.

Cudc Cach mang Céng hoa nam 1848 da giai Ioi thé trung thanh cho cac céng chic.
Nha toan hoc thién tai da hét uu phién va nhan ghé Giao su Thién van — Toan tai
Pai hoc Sooc-bon (Sorbonne). Ong giang day va nghién ciiu & dé cho dén cudi doi.

Ong da c6 nhiéu déng goép vé Giai tich, Pai s6, Hinh hoc, S6 hoc, Li thuyét ham sé
phic, Co hoc, Quang hoc, Thién van hoc, ...

Cau hoi va bai tap on tap chuong IV
A. GIOI HAN CUA DAY SO

55. Tim gidi han cta cdc day so6 (u,) voi

9433 4
g —2n+3
) u, = 2n”—n-3 ; b u, = \/n : n :
on—1 =2n~+3
c) U, = o’ +3n=17; d) u, = {/ng £ ]

56. Tim gi6i han cta cac day soé (u,,) voi

a) u, = 1}3}7 = 1 \/ﬁ : by i = qn _ gt

2" +3.5"

57. Cho mét cap s6 nhan (u,), trong doé

243ug = 3215 v61 uy3# 0.
177
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a) Tinh c6ng boi cta cdp s6 nhin di cho.
ot = ~ 2 g - A — X 5 >
b) Bi€t rang tong cua cap s6 nhin da cho bang 37, tinh u,.

58. Tim gidi han cua day s6 (u,) xdc dinh bai

L I
I T I ST e

1 1 1

Huong dan : V6i moi s6 nguyén duong k, ta ¢

B. GIGI HAN CUA HAM SO. HAM SO LIEN TUC

S9. Tim cac gidi han sau :

JQX“ + 3w 1. b) 1lim 4,})(2 —X+5 _

xz —x+2 ’ siailay  AXe |

a) lim
x—-2

4 .
o) lim — 2 .. d) Tim—2 2 J“‘ ﬂ :
x>(-3)" x° + 4x + 3 =2 (v = 2)2 ¥4 -2

e) -r—ljil—nl}'* Sj% = ; f) _1-1—13{1-1&}(\1"](2 + X - -\’4 + xz) -

60. Ham s6

¥+ 8
f(x) =9 4x+ 8
3vdl x = =2

L1% § B ol o

co lién tuc trén R khéng ?

r = p - > i o 5 ~
61. Tim cac gia tri cua tham s6 m dé ham s6

X2 —3x +2 s
5 vol x < 2
Jx)=9 x*2_ox
mx +m+ 1 vl x = 2

lién tuc tai diém x = 2.
62. Chirng minh rang phirong trinh
%= S Bp=l= 0
cé it nhat moét nghiém thude khoang (1 ; 2).
178
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Bai tap trac nghiém khach guan

Trong moi cdu cuia cdc bai tir 63 dén 65, hay chon két qua diing trong cdc két
qua da cho.

n— 2\/}?51112!1

63. a) lim o la;
]
(A)1; (B) B (C)—1 ; (D) 0.
L.
b) lim I; n 14
2n” 4+ 5n -2
(A) = (B) < ; ) =2 | (D)0
2" 5 ° 2 '
c) lim 5 | la
5 =P B e
] 3 ]
(A)-5 : B) 3 ; © 5 (D)-1.
d) lim(2n — 3n3) la:
(A) + o0 (B)— o0 (C)2; (D) - 3.
3
64. 2) lim 2 _2;" I :
1 —3n
] 2
(A)—§ : (B) 3 (C) + o ; (D) —e0.
b) 11111(2” _ 5”) A
5
(A) + o0 (B) 1; (C)—o0; (D)E'
c) lim(\ln +1 - ‘J.FT) la :
(A) +o0; (B) — o0 (C) 03 (D) 1.
d) lim : la :
\’”2 +n-—-n
(A) + o0 (B)O; ()24 (D) 2.
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Lol
1a :
2 g

2 1
A== 3 (B)0; O 1; D)=

65. a) lim

b) Téng clia cip s6 nhan vé han

la:
@-1: B = (©)-1: (D)=~
4 ] 2 ] L] 3
c) S6 thap phan v6 han tuan hoan 0,5111... duoc biéu dién boi phan s6
6 46 43 47
A) — B) — : C) —; D) —-
(A) 77 ()90 (©) 3o ()90
66. a) Trong bén gidi han sau day, gidi han ndo la —1 ?
) 3
2n+ 3 =
(A) lim=22 (B) lim———— ;
2—-3n o’ + 1
2 3
_I_
(C) lim—— ; (D) lim——-
=g ¢ il
b) Trong bén gidi han sau day, gidi han nao 13 + o ?
2 3
e e gy |
(A) “mn 5 " : (B) limjw'l " — 1
n+n n—2n
on? - 3n n?=n+1
(C) 111]13—; (D) lim -
n” +3n 2n — 1
c¢) Trong bén gidi han sau day, giéi han nao 1a 0 ?
I I
(A) lim i ; (B) lil’IZl2 e :
32" - 3" 1-2"
3 ; a2
1 - 2n+1)(n—-3
(C) lim— B (D) T LR 3 )
n-+2n n—2n
67. Hay chon két qua ding trong cdc két qua sau day :
2
X =13
a) lim r3 la
=] ptena)
3
(A) 2; (B) 1; (C) -2 (D)->

180
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2
b) lim ,}—— 12
xr—3 X —Jf—6

1
(A) 53 (B)2; (O 3;
2 A
c) lim o ;FBX i la
x>-4 x°44x
5 5
(A) 73 B)1; () == |
68. Hay chon két qua ding trong cdc két qua sau day
2_
a) lim L;x 35 1a
Xr=>+® vy 4+ Sx
; 3
(A) 2; (B)O; (©) -3
= d -3_
b) lim =T,
x——w  x qx—3x
(A) 0; (B)=3 (©) 3;
c) lim 2 —;r 3 la
X—»—0oD v —7
(A) —o0; (B) =3 (©) 0;
69. Hay chon két qua diing trong cdc két qua sau day
o] The 2l G
X =>4 XZ 1
(A) 1; (B)-1; (C) 0;
gy df M = g
x—=0 X
I |
A) — B)——; c :
(A) > (B) > (C) +
o T — 12 la
=1 (x = 1)
(A) 2; (B)—1; (C) + o;
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(D) 1.

(D) -3.

(D) —oo.

(D) +o0.

(D) + 0.

(D) 0.

(D) — .
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,1:'2 i

d) lim s la
==l x4 302
2
(A) 2; (B) 33 (C) -1 (D) 0.
70. a) Trong bén gidi han sau diy, gidi han nao la —1 ?
iy ; ;
@A) tim 2 EX-1. B) lim 2X+3
x>+ Iy 1 1‘2 X —p—aD hl‘z —.
3 & 5w 2
b el i X =
@) lim Z— T . (D) lim =
X+ 5_:{2 — _x'; S R i My |

b) Trong bén gidi han sau day, giéi hannao1a 0 ?

x=1 2x+ 5
A) lim — : B) lim .
( ) x—rl _]‘5 — l ( ) P | Xt 10
2
x° =1 . f
(C) lim : : (D) lim ( x2+1- x).
ol y2 —3x+2 X —>+o0
¢) Trong bén gidi han sau day, gidi han nao khéng tén tai ?
2x 41
(A) lim ; £ (B) lim cosx ;
b e e B L | X =¥+0
(C) lim —=—= (D) lim ——

x =204 x + 1 ; .1'—}—I(x 8 1)2 -

71. Tim khang dinh ding trong cdc khang dinh sau :
Ham s6

-

2
X .
— vOix <l x=0
X

fix)y=4¢0 w61 x=0

Jx o véix =1

.

(A) Lién tuc tai moi di€m trir cdc di€m x thudc doan [0 ; 1].
(B) Lién tuc tai moi diém thuoc R.

(C) Lién tuc tai moi diém trir di€ém x = 0.

(D) Lién tuc tai moi diém trir di€m.x = 1.
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BPAa0 HAMm

BAO HAM

Dao ham la mot khai niém quan trong cua Giai tich, no
I3 mt cong cu sdc bén dé nghién clu cAc tinh chét cla
ham sd va giGp hoan thién viéc vé do thi ham s6.

Hoc sinh ¢dn nam ving dinh nghia v& y nghia ciia dao
ham ; nhd céc cong thirc, cdc quy tac tinh dao ham vé st
dung thanh thao chiing.

baitap365.com
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§ KHAI NIEM PAO HAM

L] k]

1. Vidu mo dau

Tu vi tri O (0 mo6t do cao nhét dinh nao dé), ta tha mot vién bi cho roi tu do
xuéng dat v nghién ctiu chuyén doéng ctia vién bi. Trong Vit Ii 10 ta da biét :
Néu chon truc Oy theo phuong thang ding, chiéu dwong hudng xuéng dat,
g6c O 12 vi tri ban ddu chia vién bi (tai thoi diém ¢ = 0) va bd qua sifc can cha

khong khi thi phwong trinh chuyén déng ctia vién bi 14
| e
W= 1) = Egrz (¢ 1a gia t6c roi tu do, g~ 9.8 mjsz).
Gia sir tai thoi di€m 7y, vién bi & vi tri M, c6 toa do y, = f(1,) ; tai thoi diém
t; (t; > tg), vién bi 0 vi tri M c6 toa do y; = f(t,). Khi do, trong khoang thoi

gian tit ty dén ¢}, quang duong vién bi di duoc 1a MM, = f(t,) — fity) (h.5.1).
Vay vdn téc trung binh ctia vién bi trong khoang thai gian dé 1a

f(ﬁ)_f(fu)

(1)
h =1
Néu ¢, — ty cang nho thi t1 s6 (1) cang phan dnh
chinh xdc hon s nhanh cham cta vién bi tai o
thoi diém #,. Tir d6, ngudi ta xem gidi han cla ti =
h
) I J— f . . ) ; ﬂ@‘\
O f(t) — f{ty) khi ¢; dan dén ¢, 1a van téc tirc \
i — 1o |
Cairg My
thoi tai thoi diém #y cta vién bi, ki hiéu 1a v(7y). 1)
L
N6i cach khice, ; * s
(tai t)9=~"
; t)— f(t My
v(ty) = lim 1) = 1) O

I = h —
Nhiéu vdn dé cua todn hoc, vat i, ho4 hoc, sinh
hoc, ... dan dén bai todn tim gidi han

lim £~ 7). P e

R Do JCD

trong d6 y = flx) 1a him s6 nao doé. Hinh 5.1
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Trong toan hoc, nguoi ta goi gidi han dé, néu cé va hitu han, 1a dao ham cua

ham s6 'y = f(x) ta1 di€m x,,.

w » o L] A L] .n’
2. Pao ham cua ham s6 tai mét diem

a) Khai niém dao ham cua ham s6 tai mét diém

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh trén khoang (a ; b) va diém x, thudéc khoang dé.

DINH NGHIA
o) 7(x) = Fx) khi x dan

X = Xy

Gi6i han himu han (néu cé) cna ti s
dén x, duoc goi 1a dao ham ctia ham s6 di cho tai diém xg, ki
hiéu 1a f'(xy) hoac y'(xy), nghia la

j“crﬂ)==1h11-f(*j'_-f(xﬂ).

X=X X — Xg

Trong dinh nghia trén, n€u dat Ax = x — xy va Ay = flxy, + Ax) — flxy) thi ta c6

H1

poeg— tig T2 EA = ) o 1o BY 2)

Ar—0 Ax Ar—0 Ax

CHUY

) S6 Ax = x — xy dugc goi 12 56 gia cria bién s6 tai diém x; ; s6
Ay = flxg + Ax) — flxy) duoc goi 1a 56 gia ciia ham s6 ing vdi s6 gia
Ax tai diém x;.

2) S6 Ax khéng nhat thi€t chi mang diu duong.

3) Ax va Ay 14 nhimg ki hiéu, khéng nén nham lan rang : Ax 1a tich

cua A vdix, Ay la tich cua A véi y.

Tinh s6 gia ctia ham s6 y = x” tng vdi s6 gia Ax ciia bién s6 tai diém xg=+2

b) Quy tac tinh dao ham theo dinh nghia

Ta cé quy tac tinh dao him ctia hAm s6 y = f(x) theo dinh nghia nhw sau :

185
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QUY TAC

Muén tinh dao him cta him s6 f tai diém x; theo dinh nghia,
ta thure hién hai burée sau :

* Buoc 1. Tinh Ay theo cong thite Ay = f(xy + Ax) — fxy), trong

d6 Ax 1a s6 gia cua bién s6 tai x;

A
® Bioc 2. Tim gi6i han lim — %
Ax—0 ﬂl’

Trong quy tac trén va déi véi mbi haim s6 duoc xét sau day, ta luén hiéu Ay 13
s6 gia cia hAm s6 ttng v&i s6 gia Ax di cho clia bién s6 tai diém dang xét.

Vidu 1. Tinh dao him cta ham s6 y = W tai di€ém x, = 2.
Giai. Dat flx) = xz, ta thue hién quy tac trén nhur sau :
e Tinh Ay
Ay = f(xg + Ax) — fixg) = (2 + Ax)? — 22 = Ax(4 + Ax).

e Tim giéi han

lim Q = lim (4 + Ax) =4
Av—>0 AX  Ax—>0

Vay f(2)y=4. O
Nhan xét

Néu ham s6'y = fix) ¢6 dao ham tai diém x thi né lién tuc tai diém x.

That vay, gia str ham s6 f c6 dao ham f'(x,), tic 1a llm —f( Xg)-
Ar—0 A
Ta co
. Ay Ay
lim Ay = lim =—=—-Ax = lim —: lim Ax = 0=0.
A0 Aes0AX mu—]}[]m Ars0 =/ xo).

Do dé lim (f(,r) — f(tﬂ)) = lim Ay = 0. Diéu nay chimg to

X=X, Ar—»0

Im f(x) = fxg).

X—> X

Tir d6 suy ra rang ham s6 f lién tuc tai diém x;.
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3. Y nghia hinh hoc cua dao ham
Cho ham s6 y = filx) c6 do6 thi (),
mot diém M, c6 dinh thuée (C) c6
hoanh do x,. Véi mbi diém M
thudc (C) khac M, ta ki hiéu x;, 1a
hoanh do cua né va k,,1a hé s6 géc

cua cat tuyén M M. Gia sir ton tai

-
gi6l han hitu han &; = limk,, X
Xy —}.TU
Khi dé, ta coi dudng thang M, T di Hinh 5.2

qua My va c6 hé s6 goc ky la vi tri gioi han ctua cat tuyén MyM khi M di
chuyén doc theo (C') din dén M,

Puong thang M, T duoc goi 14 tiép tuyén cla (C) tai di€m M, con M, goi l1a
tiép diém.

Bay gid gia sir haim s6 f ¢6 dao ham tai di€m x;.

f(-TM)

X

f(f[])

Xp

Chu y rang tai méi vi tri ctia M trén (C), taluén cé k), = _ (h.5.2).

L T - # % = g -
Viham s6 f ¢6 dao ham tai diem xy nén

fiag) = lim D80S0 gy g g
X —>Xg Xy — Yo Xy —>Xg

Tir d6 ta c6 thé phat bi€u y nghia hinh hoc cta dao haim nhur sau :
Dao ham cuia ham s6'y = f{x) tai diém x, la hé sé géc cuia

tiép tuyén cia do thi ham s6 dé tai diéem My(x, ; f(x;))-

GHI NHO

Néu ham s6'y = f{x) c6 dao ham tai diém x, thi tiép tuyén ciia do thi

ham s6 tai diém My(x, ; fixy)) cé phuong trinh la

y =f"(xg)(x — xg) + flxp).
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Vi du 2. Viét phuong trinh ti€p tuyén cta dé thi ham s6 y = o tai diém c6
hoanh d6 xy =—1.
Giai
Trude hét ta tinh dao ham cia ham sé fix) = S tai xg=—1.
* Tinh Ay
Ay =fixg + Ax) — fixg) = (-1 + Ax)> = (=1)° = Ax (3 = 3Ax + AxD).

e Tinh gi61 han

lim 2 _ tim (3-3Ax+ A2) =3,
Avr—0 Ax Ax—0

Vayf'(-1) = 3.
Ngoaira, ta c6 f (xy) = (=1 )’ =—1 nén phurrong trinh ti€p tuyén can tim la

y=3(x+1)—1,hay y=3x+ 2. O

H2| Dua vao két qua cta vi du 1, hay viét phuong trinh tiép tuyén cta do thi ham
s6 y =x" tai diém My(2 ;4).

4. Y nghia co hoc cua dao ham

188

Xét sir chuyén dong ctia mot chat diém. Gia sir quing dudng s di dugce ctia nd
12 mo6t hAm s6 s = s(f) cha thoi gian 7 (s = s(¢) con goi 1a phuong trinh chuyén
dong ctia chat di€m).
Tuwong tu nhwr vi du md dau, khi | A7 | cang nhd (khac 0) thi t1 s6

s(ty + Ar) — s(tp)

At

cang phan 4nh chinh x4c d¢ nhanh chim ctua chuyén dong tai thdi di€ém ¢,.
Nguroi ta goi gi6i han hitu han

. Sty + At) — s(t
v(tp) = lim Uy )~ ()
At—0 At
(néu c6) 1a vdn téc tite thoi cua chuyén dong tai thoi di€m 7.

Tir d6, ta c6 thé phat bi€u ¥ nghia co hoc clia dao haim nhur sau

Vdn toc tiic thoi v(ty) tai thot diém ty (hay vdn toc tai ty) cia mot
chuyén dong ¢é phuwong trinh s = s(t) bang dao ham ciia ham sé
s = s(1) tai diém t,, titc la

1’(f0) = S’(fﬂ).
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Chang han, trong vi du m& dau, ta c6
L85 3
D=t = = o
J) = fty) 2?[3‘ f[]}

1
= Eg(aurrﬂ)(r— o) -
Do dé dao ham cua hamsé y = f(r) la
) i SO T

1, I — 1

.
= 11m5g(f+tﬂ) = gly .

=,

Vay van toc cna vién bi tai 75 1a v(ty) =1 '(fy) = gty .

H3| Mot chat diém chuyén déng cé phuong tinh s = £ (¢ tinh bdng giay, s tinh
bang mét). Van téc cta chat diém tai thoi diém t, = 2 (gidy) bang -
(A)2mis; (B)Y3m/s; (C)dmls; (D)3 mis.

Chon két qua dung trong céac két qua trén.

5. Pao ham cua ham s6 trén mot khoang
a) Khai niém

Cho ham s6 f xac dinh trén tip J, trong d6 J 12 moét khoang hoac 14 hop cia
nhimg khoang nao d6. Ta cé dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

1) Ham s6 f goi 1a ¢6 dao ham trén J néu né cé dao ham f'(x) tai
moi di€m x thuoe .J.

2) Néu ham s6 f c¢6 dao ham trén J thi ham sé f' x4dc dinh boi
T f:}-HIE?.} goi 12 dao ham cua ham s6 f.
Pao ham ctia ham sé y = f{x) ciing duoc ki hiéu boi y'.

Vi du 3. Tim dao ham cia hAm s6 y = X trén khoang (- ; +0).

Giai

Véi moi x thuéce khoang (—oo ; +0) ta cé

e Ay = (x + Av)’ — ¥ = Ax Bx? + 3x Av + AxD) ;
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e lim == = lim (3x? + 3x.Ax + Ax?) =3x°.
Ar—=0 AX  Ar—0
3

- bl e -~ &, o~ T . ] 2
Vay ham s6 v =x" c6 dao ham trén khoang (—o0 ; +0) va y' = 3x". O

H4| a) Chimg minh rang ham sé hang y = ¢ c6 dao ham trén R. Tim dao ham do.

b) Chimg minh rang ham sé y = x co6 dao ham trén . Tim dao ham do.

b) Pao ham cua mét s6 ham sé thuong gap

Ta c6 dinh 1i sau :

DINH LI

a) Ham s6 hang y = ¢ ¢6 dao ham trén Rva y'=0;
b) Ham s6 y=x c6é dao ham trén R va y' = 1;

n ] Fis - . = ., y 1
c) Hims6 y=x"(ne N,n=2)cé6daohamtrén R vay =nx

: 1
d) Him s6 y = \/? c6 dao ham trén khoang (0 ; +o0) va y' = ) -
2+ x

Chitng minh

Qua hoat déng |H4 ], ta da chimg minh cic két ludn a) va b). Sau day ta chimg

minh hai két luan con lai.

c¢) Vi méi x thuoe R ta tinh dao him ctia him s6 tai di€ém x theo dinh nghia :

e Tinh Ay : Ap dung céng thitc nhi thite Niu-ton déi véi (x + Av)", ta ¢6
Ay=(x+Ax)" —x" = CLx"Ax + C2x"2Ax? 4+ L+ O A+ AX"
* Tim giGi han (chii ¥ rang C:; =n)

. Ay . _ _ _ K _
lim — = lim (C:,x" L Cix” 2Ax 4+ ..+ C, LAY 2 4 Ax” ')
Ar—>0AX  Axr—0
a1

- ~ P T P ~ A ~ ] n=|
Vay ham s6 da cho ¢6 dao ham trén Eva y =nx .
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d) V&i moi x thude khoang (0 ; +0) ta ¢6 :

(-\/x + Ax — \/:)(\h + Ax + \/T)

'&yzxforﬂu’—\E: N e
XA e x

Ax
- 'J.r+£u'+\/;

Ay |
e lim — = lim = —.
Ax—0 Ax Ax—0 -\,r E X D \/? 2\/;
A ) a4 P "\ A @ &, 1 1
Vay hamsé y = J: c6 dao ham trén khoang (0 ; +oo) va y = - O
2/x
CHU Y

Hams6é y = |1| xac dinh tai x = 0, tuy nhién ngudi ta chirng minh
dwroc rang né khoéng c6 dao ham tai diém x = 0.

Vidud
L% ] s o 4

a) Tim dao ham cua ham s6 y=x .

b) Tim dao ham ctia ham s6 y = Jx tai diém x = 9.

Gidi

) "'I' ~ [ 3 o .
a) Vol y=x ,tacédy =4x" (véimoix € R ).

|

b) Véiy = \/; tacdy = (véi moi xe (0 ; +2)).
2Jx
1
Do dé y'(9) = O
2J'
H5| Cho ham s6 y = fix). Tinh f'(—1) va f (1) (néu c6) trong méi trudng hop sau :

a)fo=x""; b) flx) = Afx

191
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Cau hoi va bai tap

Tim s6 gia cia ham s6 y = -1 tai diém xy = 1 tng véi s6 gia Ax, biét

a) A=l ; b) Ax=-0,1.

Dung dinh nghia, tinh dao ham clia méi ham s6 sau tai diém x;.

a) y=2u+ Luxg=2; b)y=ﬁ'2+3x,xﬂ=1.

Dung dinh nghia, tinh dao ham clia méi ham s6 sau tai diém x; (a 1a hang s6).

1
a)y=ax+ 3; b) y= ffxﬁ'z ;

2
Cho parabol y = % v hai diém A(2;4)va B(2+ Ax ;4 + Ay) trén parabol dé.
a) Tinh hé s6 géc cua cat tuyén AB biét Ax 1an lrot bang 1 ; 0,1 va 0,01.
b) Tinh hé s6 géc clia ti€p tuyén ctia parabol di cho tai diém A.
Viét phurong trinh ti€p tuyén ctiia d6 thi ham s6 y = x3, biét
a) Ti€p diém c6 hoanh d6 bang —1 ;
b) Ti€p diém c6 tung d6 bang 8 ;
¢) Hé s6 gée cna ti€p tuyén bang 3.

Mot vat roi tir do ¢6 phirong trinh chuyén déng 14 S = % gfz , trong d6 ¢ = 98 m/ s’
va t duoc tinh bang giay (s).

a) Tim van t6c trung binh trong khoang thoi gian tir + dén r + Ar véi do
chinh xdc 0,001, biét r = 5 va At 14n luot bang 0,1 ; 0,01 ; 0,001.

b) Tim van tdc tai thoi diémt =5.

Tim dao ham ctia ham s6 f(x) = © trén R rdi suyraf'(—1),f'(=2) vaf'(2).
Tim dao hAim cta m6i him s6 sau trén R .

a) y= ax’ (a 13 hang s6) ; b) y= 42,

Tinh dao him cta méi ham sé sau.

a) y= 21{1_1 vc?ix;é% ; b) y=43-x véix<3.
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L /PAO HAM MOT BEN

Ta da biét ring dao ham clia ham sé ftai diém xg |a gi6i han sau day

lim flx) - f(-Tu)_

X X=X

(1)

Néu thay vi xét gidi han (1), ta xét gidi han mét bén clia cling biéu thic dé thi gidi
han mét bén dy sé dudc goi la dao ham mét hén clia ham sé da cho tai diém x.

1. Khai niém dao ham mot bén tai mot diém
Dinh nghia. Cho ham sé f xac dinh trén nlta khoang [xg ; ). GiGi han bén phai (néu

cb) clia ti s6 7o)~ J(xo) khi x dan dén xg dugc goi la dao ham bén phai clia ham
X — _1.'[]
s8 da cho tai diém g, ki hiéu 1a f'(xy ) hodc y'( xp ).
Pl = tim JOZT00),
_1'->_1'D+ A= Xy

Dao ham bén trai cla ham s6 f xac dinh trén nira khoadng (« ; xg], ki hiéu la f'( xy )
hodc y'( x; ), cling dudc dinh nghia tuong tu, nghia la

fxy= tim LS00,

i = X —X
X—=rx, 0

Pao ham bén trai va dao ham bén phai dudc goi chung la dao ham mét hén.

» TU dinh nghia va cac két qua da biét vé gidi han mét bén, ta dé dang suy ra :

1) Néu ham s6 f xac dinh trén khoang (a ; b) cé dao ham tai diém xq thudc khodng
dé thi né ciing cé dao ham bén phai va bén trai tai x;, va f'(_rg Y=f"(xg )=Ff"(xg).
2) Nguac lai, néu ham s6 f xac dinh trén khoang (¢ ; b) ¢6 dao ham bén phaéi va dao
ham bén trai tai diém x, sao chuf'(_rg ) =f'(xq ) thind cling cé dao ham tai x;.

3) Tuy nhién, mét ham sé cé dao ham bén phai va dao ham bén ftrai tai diém x, van
c6 thé khéng cé dao ham tai diém x; (khi f'(xy ) #f'(xg ).

» Sau day la moét sé vi du.

Vi du 1. Xét ham s6 y = x%. D& thady ham s& cé dao ham tai x = 3, do d6 né cé dao
ham bén phai, dao ham bén trai tai x = 3 va

Y3 )=y13 H=yB)=6. .
193
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Vi du 2. Xét ham s6 f(x)= x* —2|x].

Tacod :

#3
x)— (0 b Rl '
i SRS g B 5
x=0" x—0 x=0" A
2
x)— (0 xX°+2x
iy LN g SRR
x—=0" x—0 x—0" A
Do d6 tai diém x = 0, ham s6 f ¢c6 dao

ham bén phéi f'(0" ) =-2 va dao ham
bén trai £ '(0 ) = 2, nhung khéng c¢6
dao ham tai diém dé. O
» Cung vdi khai niém dao ham moét bén, ngudi ta con xay dung khai niém tia tiép
tuyén mot hén ciia mot dudng cong tai mot diém. Tia ti€p tuyén bén phai ctia do thi

Hinh 5.3

ham s6 y = fix) tai diém M, c6 hoanh dé r, cé hé sé gbc bang dao ham bén phai
f'(xy ). Diéu tuong tu cling xay ra déi véi tia ti€p tuyén bén trai (h.5.3).

Néu tai diém x, ham s6 f cé dao ham bén phai va dao ham bén trai, nhung ching

khéng b&ng nhau thi dé thi ham s6 y = f{x) goi |a gay tai diém M, (x,: flxy)).

2. Pao ham ctia ham s6 trén mot nira khoang hay mot doan

Dinh nghia. Cho ham s6 f xac dinh trén tap K, trong d6, K 1a mét nlra khoang
hay mét doan.

Ham sé f goi |a cé dao ham trén nira khodng K = [a ; h) néu nb cb dao ham tai
moi diém thudc khoang (a ; b) va c6 dao ham bén phai tai a.

(Tuong tu néu K = [a ; +=)).

Ham sé f goi |a c6 dao ham trén nira khoang K = (a ; b] néu né cé dao ham tai
moi diém thudc khoang (a ; ») va c6 dao ham bén trai tai b.

(Tuong tw néu K = (- ; b]).

Ham s6 f goi la c¢é dao ham trén doan K = [a ; b] néu né c¢6 dao ham tai moi diém
thuéc khoang (a ; b), c6 dao ham bén phai tai « va dao ham bén trai tai b.

Vidu 3. Ham s6 y = | x| ¢c6 dao ham bang | trén nira khoang [0 ; +0) va c6 dao
ham bang —1 trén nira khoang (-« ; 0].
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10.

11.

14.

13.

. Chimg minh rang dé dudng thang y = ax + b

Luyen tap

a) Tinh '(3) va f'(—-4) néu f (x) = X

b) Tinh £'(1) va£'(9) néu f (x) =+/x .

Cho ham s6 y = f{x) c6 dao ham tai di€ém x; va d6 thi (). Ménh dé sau day
ding hay sai ?

a) Néu f '(xy) = O thi ti€p tuyén cua ((7) tai diém M(x, ; flxy)) song song véi
truc hoanh.

b) Néu ti€p tuyén clia ((7) tai diém M(x; ; flxy)) song song vdi truc hoanh thi
1) =10,

. Hinh 54 13 d6 thi cia ham s6 y = flx)

trén khoang (a ; b). Biét rang tai céc
di€ém M;, M, vd M,, d6 thi hAm s6 c6
ti€p tuyén duoc thé hién trén hinh vé.

Dura vio hinh v&, em hay néu nhan xét vé

dau caa f'(xy), f'(xy) va f'(x3).

la tiép tuyén cua dé thi haim s6 y = filx)

tai di€m (x, ; f(x,)), diéu kién cdn va du

o [a= F0) |
£ — b= f(lﬂ) Hinh 54

Cho hams6 y=| x|.
a) Chimg minh rang ham s6 da cho lién tuc tai di€ém x = 0.
b) Tinh dao ham ctia ham s6 tai x = 0, néu cé.

c) Ménh dé "Ham s6 lién tuc tai di€m x; y
thi ¢6 dao ham tai xy" dung hay sa1?

Hinh 55 14 d6 thi cta him s6
y = flx) x4c dinh trén khoang (a ; b). Dua
vao hinh v&, hiy cho biét tai méi diém x|,

X5, X3 VA Xy

I
|
|
|
|
1
]
d dlll SO CO licn tuc na 10118 ! a
Him s6 c6 lién tuc hay khong ?

-
x
b) Ham s6 c6 dao ham hay khéng ? Hay
tinh dao ham néu co. Sk B
195
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MOT SO CHUYEN PONG
cO VAN TOC LON

* Van té¢c am thanh : khoang 343m/s.

* Van téc chuyén déng clia vé tinh cach
Trai Dat 200km : 22km/s.

* Van téc chuyén déng clia Trai Pat quanh
Mat Tragi : 30km/s.

*\an téc anh sang : 300 000km/s.

* \Van téc may bay E-bét (Airbus) : 270m/s.

* VVan téc tén Ifra dua ngudi |én vi tru : khoang
11km/s.

CAC QUY TAC TINH PAO HAM

N6i chung, viée tinh dao ham bang dinh nghia thudng rit phiic tap. Bai nay s&
cung cAp cho chiing ta nhitng quy tac tinh dao him, nhd dé viéc tinh dao ham
cia mot ham s6 phife tap s€ duoc quy vé tinh dao ham cta nhitng ham sé don
gian hon.

Dé tién cho viéc dién dat, ké tir bai nay, ta s€ sir dung ki hiéu .J dé chi tdp con
ciia R gom mor khodng hodc hop ciia nhiéu khodng.

5 i P L . o L'
Dao ham cua tong hay hi¢u hai ham so

DINH LI 1

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham trén J thi ham
s6 y=u(x) + v(x) va y = u(x) — v(x) cling ¢6 dao ham trén .J, va

a) [u(x) +v()] = u'(x) +v(x) ;

b) [u(x) — v(x)] =u'(x)—v'(x) .
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Ghi chi. Cic cong thite trén c6 thé viét gon Ia

(u+v) =u+v' va(u—v) =u-v'

Chitng minh
a) Tai m6i diém x € J, ta c6
* Ay = [u(_r + Ax) + v(x + iu')] — [H(x) + v(.r)]
= [u(,r + Ax) - u(.r)] + [1-'(1' + Ax) - v(x)] =Au+ Av.
* Bt = oy g fi < v
Vay [u(x) + v(x)] = u'(x) + v'(x).
b) Két ludn nay duoc chitng minh tuong tur. O
Nhan xét

C6 thé md réng dinh 1i trén cho téng hay hiéu ctia nhiéu ham s6 : Néu cdc
ham sé u, v, ..., w ¢é dao ham trén J thi trén J ta cé

(v EWY Sy .2 W

Vidu 1. Tim dao ham cta ham s6 fix) = B \/T + 2 trén khoang (0 ; +).
(riai
Trén khoang (0 ; +o) ta c6

1

(S —fx+2) = () - () +(2) =6 - .
2fx

. 5
Vay f'(x) = 6x™ — - ]
2 x
H1| a) Tinh f(~1) néufix) =x" —x" +x° — 1.
2 —1 X7 o _ .
b) Cho hai ham s6 f{x) = - va g(x) = ; s Biét rang hai ham sé6 nay co6 dao
x°+1 X+

ham trén R . Ching minh rang véi moi x thuéc R, ta cé f'(x) = g'(x).

2. Pao ham cua tich hai ham so6

Dinh 1i 1 ¢6 thé néi gon 1a : Pao him cua téng (hay hiéu) hai him s6 bang
téng (hay hiéu) cdc dao him clia hai ham s6 dé.

Liéu diéu twrong tu ¢ xay ra déi véi tich ctia hai ham s6 hay khéng ?
Dinh 1i sau s€ tra 161 cidu hoi dé.

197
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DINH LI 2

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) cé dao ham trén .J thi ham
s6 y = u(x)v(x) cing c6 dao ham trén .J, va

[u(x) v(x)] = u'(x) .v(x) + ulx) . v'(x) ;
Dac biét, n€u & 13 hang s6 thi [ku(x)]' = ku'(x).

Ghi chii. Cic cong thite trén c6 thé viét gon 13

(uv)' = u'v+uv'valku) = ku'.

Chitng minh
Dat flx) = u(x)v(x). Ta s& tim dao ham cna f tai mot di€ém x tuy v thude J.
Khi bién s6 nhin s6 gia Ax thi Au = u(x + Ax) — u(x) nén
ulx + Ax) = u(x) + Au.
Twong tu, do Av = v(x + Ax) — v(x) nén
v(x + Ax) =v(x) + Av.
Ta s& str dung cdc dang thite trén dé tinh dao him ctia ham s6 f.
e Ay=flx + Ax) — fix) = u(x + Ax) - v(x + Ax) — u(x) - v(x)
=[u(x) + Au] - [ v(x) + Av] — u(x) - v(x)
=Au - v(ix) + u(x) - Av + Au - Av.
Ay Au -v(x) + u(x) - Av + Au - Av

* lim — = lim
Ar—0 Ax Axr—»0 Ax
Au Av Au - Av
= lm |=—v(x)| + lm | u(x)— | + Im ;
ﬁr—+ﬂ|:t&~r ( ):| &1‘—>U|: ( )&1:| Ar—0  Ax
Dé v rang
Au i Au
lm | —v(x) | =| lIm — |[v(x)=u'(x) - v(x),
Axr—0 _fﬁl [l |:f}.,r-—>[] Ax :| ) )
lim nr(Jr)E = 1w(x) lim &—] = u(x) - v'(x),
Ax—0[ &-T_ Ar—0 AX
An - Av Au Av
lim = lim —- lim — - lim Ax =u'(x) -v(x)-0=0,
Av—0 Ax A0 AX  Ax0 AX  Ax—0 ) ( )
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ta c6 két qua

f'(x)= lim E = u'(x)v(x) + u(x)w'(x).
Ar—0 Ax
Khi v(x) = k (hang s6) thi v'(x) = 0 nén ta cé [k - u(x)]' = k - u'(x). ]

H2| Cach tinh dao ham nhur sau dung hay sai, tai sao ?

[—"f3 (—’f2 -4)]' = (.1'3 )" - (.1'2 -4) = 3x? W2x) = 6.
Vi du 2. Tinh dao ham cta him s6 y = f{x) trong moi trurdng hop sau :

8 21,6

alf{x) = L - 3 + 3x;
b) fx) = (2" + D .
Giai
[ 8 6 '
v | X 2x Al s 2 60 a0 45
a) f'(x) = \4 3 +3,1J = 4(1‘) 3(34 )+ 3(x)'=2x" —4x" + 3.
b) £ = | (232 + I J = 2x2 + y'Vx + 2% + DD’

1

2Jx

H3| a) Chung minh réng néu cac ham sé u, v va w co6 dao ham trén J thi ham sé

= 4xx + 222 +1) O]

fxac dinh bdi fix) = u(x)v(x)w(x) (vdi moix € .I) ciing c6 dao ham trén J va

(vw) = u'vw +uv'w + 1vw',

b) Ap dung, tinh dao ham ctia ham s6 y = x*(1 —x)(x + 2) tai diém x = -2.
3. Pao ham cua thuong hai ham sé

Sir dung dinh nghia, ta cing chitng minh duoc dinh 1i sau

PINH LI 3

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) c6 dao ham trén J va v(x) # 0
u(x)
v(x)
[u(r)] Cu'(xow(x) — u(x)v'(x)
v | V2 (x) |

cing c6 dao ham trén .J, va

véi moi xe J thi hAm s6 y =
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£l =

Ghi chi. Cong thite trén cé thé viét gon 1A

(H]' Uy —w
ol = x
-" 1'"

H4| Ching minh hé qua dudi day

HE QUA

X

a) Trén(—o0 ; 0) U (0 ; +0) ta cd {l] =

thuéc J thi trén .J ta cé ( 1 ) = — F, (x) .
'V'(J.') 1:l(h'|_-)

b) Néu ham s6 v = v(x) ¢6 dao ham trén J va v(x) # 0 véi moi x

Ghi chii. Cong thire thit hai trong hé qua trén c6 thé viét gon la

Vi du 3. Tinh dao ham cua ham s6 y = f(x), néu :

a) flx) = Hofls A (a 12 hang s6) :
X+ 2a

b) flx) = 21
x° =1

(riai

a) Ap dung dinh 1{ 3 (& day u =1 + 9xvav =x+ 2a), tacd

(1+9%)(x + 2a) — (1 + 9x)(x + 2a)' _ O(x + 2a) — (1 + 9x)

(x + 2{1)2 (x + 2ﬂf)2
_ 18a-—1 _
(x + 2(1)2

b) Ap dung hé qua ctia dinh 1i 3 (& day v = 1), tacéd

U € A
T (" =1
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HS| Chon két quéa dung trong cac két quéa cho sau day.

2
" x°—=3x+1 .
Pao ham ctia ham s0 y = ! 5 r1+ bang
X —
2 2 -
2x—3 2x—3 2x7 —2x+1 6" —14x+ 5
A ——: (B -—= (© =—i B —
(2x-1) (2x-1) (2x-=1) (2x—-1)

4. Pao ham cua ham sé6 hop
a) Khai niém ham s6 hop
Vidu 4. Cho hai ham s6 y = flu) va u = u(x), trong dé
flu) = u3 va u(x) = ,1'2 +3¢c+ 1.
Néu trong flu), ta thay thé bién s6 u boi u(x) thi duwoc
Au)] = 0% +3v+1)°.
Dat g(x) = flu(x)] = (1'2 + 3x + 1)3. R6 rang y = g(x) 14 m6t ham s6 bi€n s6 x.
Ta goi g 1a ham s6 hop clia hAm s6 f qua him s6 trung gian u. ]
Mot cach téng quat, ta ¢6 khai niém ham s6 hop nhu sau (& day ta chi xét céc

him s& duwoc cho bdi bién thire).

Cho hai him s6 y = flu) vA 1 = u(x). Thay thé bién u trong biéu thite f{ )
boi biéu thite u(x), ta duroe biéu thite flu(x)] véi bien x. Khi d6, ham
s6 y = g(x) véi g(x) = flu(x)] duoe goi 1a ham s6 hop cna hai
ham s6 fva u ; hAm s6 u goi 12 ham sé trung gian.
Trong dinh nghia trén, tAp xdc dinh ctia ham s6 hop y = g(x) 1a tip cdc gia tri
ctia x sao cho biéu thite flu(x)] ¢6 nghia.

H6| Cho flu) = Ju vau() = x — 1. Hay tim ham s6 hop y = flu(x)] va tap xac dinh
cta no.

b) Cach tinh dao ham cia ham sé hop
DINH LI 4

a) Néu him s6 u = u(x) cé6 dao haim tai di€m x; va ham
s6 y = flu) c6 dao ham tai di€ém uy; = u(x,) thi ham s6 hop
2(x) =flu(x)] c6 dao ham tai diém xg, va

g '(xg) =1 (1) - u'(xp).
b) Néu gia thiét trong phin a) duwoc thoa min d6i véi moi diém
x thuée .J thi ham s6 hop y = g(x) ¢6 dao ham trén J, va

g () =f [u(x)] - w'(x).
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Ghi chi. Cong thire thi hai trong dinh i trén con duoc viét gon la

g_l' - S U ’ H.‘l’

Vi du 5. D6i v6i ham s6 g(x) = fu(x)] = (x> + 3x + 1)° dwroe néu trong vi du 4,
ta tinh dao ham cua né nhu sau :

Tacd f'(u) = (If3)l = 31{2. Do u(x) zxz + 3x+ 1 nén

Flu)] =307 +3x+1)” vauw() =2+ 3v+ 1) = 2x + 3.
Vay ¢'(x)=FTu(x)] - u'(x) = 3(° + 3x + 1)’(2x + 3). O
Téng quat ta xét hAm s6 y = (u(x)") (véin € N va n = 2). Cé thé xem ham s6
nay 13 him s6 hop cta him s6 f{u) = " va ham s6 trung gian u = u(x). Do dé,

néu ham s6 u = u(x) c¢6 dao ham trén J thi ta 4p dung dinh 1i 4 dé€ tinh dao ham

ctia ham s6 hop y = (u(x))" (con vi€t 1a y = i"(x)) nhu sau :
fay =" =f'wy=n.u"" =F L] =n.u"");
@) | = F o] w0 = e 00 ().
Vay ta c6
HE QUA 1

A “ - ” ~ A s 5 A ]
Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J thi ham s6 y = u (x)

(voine Nvanz=2)coddao ham trén J, va

[u"(r)] = n.u" M) . u'(x).

Ghi chi. Coéng thite néu trong hé qua 1 duoc viét gon 1a

o B A n-1_,
(H ) =nu M .

Tuong tu, ta xét ham sé y = -../u(x) .

H7| a) Tim ham s6 f sao cho ham s6 y = +fu(x) la ham sé hop ciia ham s6 f va

ham s6 trung gian u = u(x).

b) Chirng minh rang néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) >0 v8i moi

u'(x) _

x € J thiham sé y= Ju(_r) cdng co dao ham trén I va (-.Ju(_r))' = J_
2401 (x)
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HE QUA 2

Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén .J va u(x) > 0 véi moix € .J
thi ham s6 y :ﬁ/u(_r) c6 dao ham trén J, va
' 1 '(x)
1/:{(_1:} = .
( ) 2-..’:;(_1;)
Ghi chi. Coéng thitc néu trong hé qua 2 duoc viét gon 1a
() =
2Ju
: Y S . L I
Vi du 6. ( s/f‘ 3,2 4 7) _ ’ 3x"+17) _ 2.1 3x o
2 Ll G R
GHI NHO
a) Pao ham cua mot sé ham sé thuong gdp (6 day u = u(x))
(¢)'=0 (cla hang s6)
(x) =1
iy n—l n\' n=1_
(X )= nx (ne N, n=2) (u ) = nu U
1) 1 1Y i'
—| =—— (x#0 —| = ——
["‘"] x? v [”] u?
' 1 Y '
V) = (x> 0) Vi) =
(V) 2Jx (Vo) 2 u
b) Cdac quy tdc tinh dao ham (& day u = u(x), v =v(x))
(etvy =n tv'
(v)=uv+ w’
ul'_ u'v — uv'
"l.-" - _‘:2
c) Pao ham cua ham sé hop (6 day g(x) = flu(x)])
i =0y Wy
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~ P m . .- m ~
Cau hoi va bhai tap
16. Tinh dao ham clia méi ham s6 sau tai di€ém x, duge cho kém theo
a)y=1 +J‘—.1‘2, xXo=1; b) y:,r?’ —2x+l, xp=2;
) y=2x"—2x+3, xg=1.

17. Tim dao him ctia m6i him s6 sau (a va b 13 hang s6)

[ 1

a) y = x° — 4> + 3\/.1_' : b) y= 1 g’{ Bpg® O,Sx4 2
4 3 2
X X X 3 _ax—i—h.
Ay =gty —FHE i d¥=J75
18. Tim dao ham ctia méi ham s6 sau
a) y=(x' +x)°; B S D=3 §
2x S5
c)y= / d)y= :
x> =1 X +x+1
X2+ 2%+ 2 ‘

g) y= Y y=alx- 1)(3x L 23,

X+ 1
19. Tim dao ham ctia m6éi him s6 sau

|
W
l + x X

c)y= : d) y= —=——== (a 12 hang s6).
3 2= 2 T

20. Cho ham s6 f(x) =vx? - 2x. Hay giai bat phuong trinh f'(x) < flx).

a) y=(x—x)7; b) y=

Luyen tap

21. Cho ham s6 fix) = o B D Hay giai bat phwong trinh :
a)f'(x)>0; b) f'(x) < 3.
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22. Tim cac nghiém ctua phrong trinh sau (lam tron két qua nghiém gin ding dén
hang phan nghin)

3 ,
a)f'(x)=0vdiflx) = % ~2x* - 6x - 1;

4 2
R B LI
b) f'(x) =-3vdifix) = 1 X 5 3
23. Tinh dao ham clia mbi ham s6 sau
2x |
i) 3 221+3 ; i e 2 .
x% = 5x 45 (x* - x+1)
c) _}’ZJ'Q +.r\/; +1; d)y=(x+1)x+ 2)2(,1‘4- 3)3 :
2
o g x° +1

'

24. Viét phuwong trinh ti€p tuyén cua doé thi ham sé

x — 1

x + 1

a) y= , biét hoanh d6 ti€p diém 1A x;=0 ;

b) y= /x + 2, biét tung do ti€p di€ém 1a y, = 2.

25. Viét phuwong trinh ti€p tuyén cua parabol y = 2, biét rang tiép tuyén dé di qua
diém A(0 ; —1).

Hudng dan : Trude hét viét phurong trinh ti€p tuyén tai diém c6 hoanh do x;
thude parabol da cho. Sau dé tim x, dé ti€p tuyén di qua diém A (chi § rang
diém A khéng thudce parabol).

26. Hinh 5.6 thé hién man hinh ctia mét trd
choi dién tir. M6t may bay xuat hién o
bén trdi man hinh réi bay sang phai theo
moét quy dao (C) 1a d6 thi cia him s6 g

Biét rang tén lira dwoc ban ra tir may bay

4
1
y = flx), trong dé flx) =—1 _lr’ (x > 0). -1 i
"'-:q,k
v

tai moét di€ém thude (C) s&€ bay theo
phuong ti€p tuyén cta (C) tai diém do.
Tim hoinh d6 cdc diém thude (C) Hinh 5.6
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sao cho tén Ifra ban ra tir d6 ¢6 thé ban triing mot trong bén muc tiéu nam &
trén man hinh cé toa do (1 ; 0), (2 ; 0), (3 ; 0) va (4 ; 0) (Jam tron két qua dén
hang phan van).

27. Mét vién dan duoc ban 1én tir mat dit theo phuong thang ditng véi téec d6 ban
dau vy = 196 m/s (bd qua stic can cia khong khi). Tim thoi diém tai dé toc do
cua vién dan bang 0. Khi d6, vién dan cdch mat dit bao nhiéu mét ?

' DPAOHAM CUA CACHAM SO LUONG GIAC

Muén xay dung céng thire tinh dao ham cta cdc ham s6 lwong giac, trude hét
chiing ta cAn nghién ciru gidi han co ban sau day.

SIN X

1. Giéi han lim
x—0 X

Dé hinh dung gi4 tri clia gidi han niy, ta ding mdy tinh bo tdi 1ap bang gid tri

sinx . G ew g G
khi x nhan cac gia tri duong va rat gan dieém O nhur sau :

¥ - ..? -
cua biéu thue
X

X T i) T T T
(radian) 180 360 720 1800 5400
Sin x

0,999949321 | 0,999987307 | 0,999996826 | 0,999999492 ( 0,999999943

X

SIn X

Qua bang trén ta thay khi x cang nhd thi gi4 tri ctia biéu thirc cang gan

dén 1.
Ta da chirng minh duoc dinh li sau day (xem bai doc thém trang 154).

X

DINH LI 1

SIN X

=1,

Iim
x—=0 X
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CHU Y
Ngudi ta ciing chitng minh dwoc két qua sau diy : N€u ham s6
u = u(x) thod man cdc di€u kién : u(x) # 0 vdi moi x # x; va

limu(x) = 0 thi

X—=rx;
. sinu(x)
lim 0 I
x=>x; U (x)
Vidu 1. Tim cac gidi han
. sin2x . 1 —cosx
a) lim : b) 11111—2-
x—=0 X x—0 X
Giar
. sin2x ) sin 2.x . sinZx
a) lim = lim 2 =72 lim = ] s
x>0 X r—0 2x i 2X
X X . X 7
2sin’ = S1n — SIn—
. 1l —rcosx _ o1 1] ..
b) lim—— = llm—,2 = lim — 2| = _| lim 2
x—0 ;(2 x—0 _1-2 x>0 2 X 2 | x—0 X
2 2
| 1
— Il ] D
2 2
H1| Cho m = lim (xcot3x)_ Hay tim két quéa dung trong céac két quéa sau day.
x—0
1
(A)ym=0; (B) m=3; (Cym=1; (D) nrzE-
2. Pao ham cua ham s6 y = sinx
DINH LI 2
a) Ham s6 y = sinx ¢6 dao ham trén R , va (siny)' = cosx.
b) Néu ham s6 u = u(x) c6 dao ham trén .J thi trén .J ta c6
(Sinn(,r))' = (cosu(,r)) ~u'(x).
Ghi chi. Cong thitc néu trong dinh 1i 2b) cé thé viét gon 1a
(sinu)' = (cosu).u' = u'cosu.
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Chitng minh

a) Ta tinh dao him ctia ham s6 y = sinx tai di€ém x bat ki thuéc R bang dinh

nghia.
e Ay =sin(x + Ax) — sinx = ZCDS(J’ + %) sin% .
_ sin Ax ]
: 55 . Ay . Ax 3
* Tim giéi han lim — = lim | 2cos| x + " —_
v T v ( 2 ] Ax 2
_ 2 |
Ax
51117 Y
Do lim =1 va lim cos| x + — | = cosx (viham s6 y = cosx lién
Ar—() E Ax—0 2
2
- . &‘l’, . '
tuc) nén lim —— = cosx. Vay (sinx) = cosx. O
Ar—0 Ax

b) Céng thirc dao ham cua sin(u(x)) duwoc suy ra tir két qua trén va céng thire
ldy dao ham cua ham s6 hop.

# # ~ ? . 3 2 3
Vi du 2. Tinh dao ham cua ham s6 y = sin(x™ — x + 2).
Gridi

[sin(x® —x + )] = [cos(x> —x + 2] - (® = x +2)' = 32 — Dcos(x" — x +2). O

H2| Cho ham s6 y = siny/x . Hay chon két quéa dung trong céc két qua sau -

COS+ X Cos \/:

A)y=—+—(B) Y= : (C)y’= cosy/x ; (D) y’ = cos

Jx

3. Pao ham cua ham sé6 y = cosx

1
2Jx

Tir céong thire tinh dao ham ctia ham s6 y = sinu(x), ta c6

‘ j o —
o -

baitap365.com
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Ta suy ra dinh li sau

DINH LI 3

a) Him s6 y = cosx c6 dao ham trén IR va (cosx) = —sinx.
b) Néu ham s6 1 = u(x) cé dao ham trén J thi trén ./ ta c6

(cosu(x)) = (—smu(x) u'(x).

Ghi chi. Cong thitc néu trong dinh 1i 3b) c6 thé viét gon 1a

H3

(cosu)' = (—sinu).u'.

Cho ham s6 y = cos’x. Hay chon két qua dung trong cac két qué sau -

(A)y'=sin’x; (B)y'=-sin’x; (C)y =sin2x ; (D) y'=—sin2x.

4. Pao ham cua ham sé6 y = tanx

H4

ctiaham s6 y =

S dung quy tac tinh dao ham cda moét thuong hai ham sé, hay tinh dao ham

SIn X

CosSXY

Tirdo suy ra dinh 1i sau :

DINH LI 4

a) Haim s6 y = tanx ¢6 dao ham trén moi khoang

T (L x :
[—EJrM ,5+ M] (vOik € Z ), va

1

C052 X

(tany)' =

i =+ s s # . A = n
b) Gia sir ham s6 # = u(x) c6 dao ham trén J va u(x) # > + kTt
(k € Z )véimoi x € J. Khi dé, trén J ta c6

| u'(x)
B = — g
( a1 ”( r)) CDSZ I.I’(J-r)

209
baitap365.com



Ghi chi. Cong thitc néu trong dinh 1i 4b) c6 thé viét gon 1a

i

CDSZH

(tanu)' =

Vi du 3. Tinh dao ham cua ham s6 y = sftan.x .

Gidi

Do

(dtanx)l :1— 1 . 1 = 1

1

2

(tanx)' = - - .
2+ftan x 2\/tanx cosz s 2:@052 xaftan x

= 1 + tan’ x nén két qua trén con viét 1a

COoSs X

[+t 2-'
(-\’tan_r)' = i

2aftan x

5. Pao ham cua ham sé6 y = cotx

210

Tuwong tu dinh 1i 4, ta cé

DINH LI 5

a) Ham s6 y = cotx ¢6 dao ham trén moi khoang (kﬂ (k + 1)11)
(véike Z),va
1

51112 X

(cotx)' = —

b) Gia str ham s6 u = u(x) ¢6 dao ham trén J va u(x) # km
(k € Z)véimoi x € J. Khi do trén J ta co

u'(x) _

sin’ u(x)

(cotu(x))' =~

Ghi chii. Cong thitc néu trong dinh 1i 5b) c6 thé viét gon 1a

i

(cotu)' = — 2
SN~ u

# ” ~ ¥ % i 3
Vidu 4. Tinh dao ham cua ham s6 y = cot™ 2x.
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Giai
| | N Yoy
(nr:u::nt3 21‘) = 3(uci:3nt'Z 2x)(cot2x)' = 3(c0t22x)[—ﬂ] = _6cc~2_21_
sin” 2x sin- 2x

1

sin” 2.x

(cotS' 2,1')I = —IS(c:i::rtf’2 2x)(1 + cot? 5 ]

. 2 - ~ b ”~ , = A %
Vi = 1 + cot™ 2x nén két qua trén con viét la

HS5| Hay chon két qua dung trong cac két qua néu sau day doi voi méi ham sé
da cho.

a) Cho y = tan2x + cot2x.

Ay y-—— L B) y= — 2

c:ucns‘2 2x sin2 2x siﬂ2 2x 0052 2x
(C) ¥ = E(taﬂzlr — CDtEZT) g (D) y' = tan’2x — cot’2x.

b) Cho y = cot(sindx).
(A) y'=—(1+ cntz(sinf)_r))cnsﬁx : (B) v'= =5(1 + C‘DTE(SiﬂSI))CDij :
(C) y=( +cnt2(sin5_r))cosﬁ_r t [BY ye=3B[1--f cotz(sinfn'))cosﬁ_r.

Cau hoi va bai tap

28. Tim cac gi6i han sau :

tan2.x 1 — CDSZ X |l + sinx — cosx

a) lim — - b) lim : : c) lim :
+—»0 SIndx y—0 XsIn2x v—0l — sinx — cosx

29. Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :

a) y = 3sinx — 3cosx ; b)y= sin(x? = 3x +2) ;
c) y= cosv2x +1 ; d) y = 2sin3x cosSx ;

SINX + CcosXx
e)y= ; f) y= Jcos2x .

SINX — COSX

) = 2 = & = 6 6 . 2 2 r LY e
30. Ching minh rang ham s6 y = sin"x + cos x + 3sin"x cos x ¢6 dao ham bang 0.
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31. Tim dao ham ctia cdc ham s6é sau :
x 3 /
a) y= tan 3 : b) y= cot .\'2+1;

c)y= 1:31131 + cot 2x ; d) y= tan3x — cot3x ;

&) K= N1+ 2tanx f) y=xcotux.
32. Chirng minh rang :

5, - - o - - L) 2
a) Ham s6 y = tanx thoa man hé thic vy — y" -1 =0

b) Ham s6 y = cot 2x thoa man hé thire v' + Qy'z +2=0.

Luyén tap

33. Tim dao ham ctia m6i ham s6 sau :

) SI X o % b) sin2 X
a)y= . : Y= )

) x SIN X - | + tan2x

c) y = tan(siny) ; d)y=x c:t:.-t(,vr2 —-1);

"n
e)y= cos’ T 2% fyy= xafsin3x

SINX — XCOSX

34. Tinh f'(m) néu fix) =

CosX — xsinx

35. Giai phuong trinh y' = 0 trong moi trudng hop sau :
a) y=sin2x — 2cosx ; b) y =3sin2x + 4cos 2x + 1 0x ;
c)y= cos’x + sinx ; d) y=tanx + cotx.

36. Cho ham s6 flx) = 2(‘:052(4,1' — 1). Ching minh rang v4i moi x ta cb
| £'(x)] < 8. Tim c4c gi4 tri ctia x d€ dang thitc xay ra.

37. Cho mach dién nhur hinh 5.7. Lic dau
tu dién c6 dién tich Q4. Khi déng =

khoa K, tu dién phéng dién qua cudn
day ; dién tich ¢ cua tu dién phu

thu6c vao thoi gian 7 theo coéng thire ‘

q(t) = Q sin wt,

Hinh5.7
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trong d6, w 1a téc do goce. Bi€t rang cudng do I(¢) cia dong dién tai thoi diém ¢
duwoc tinh theo cong thire

I(t) = ¢'(1).
Cho bi€t Oy = 10 ° Cva @ = 10"n rad/s. Hiy tinh cudng do ciia dong dién tai
thdi diém ¢ = 6 s (tinh chinh xdc dén 10° mA).
38. Cho ham s6 y = cos>x + msinx (m 1a tham s6) c¢6 d6 thi 1a (C). Tim m trong
moi trurong hop sau :
a) Ti€p tuyén clia (C) tai diém véi hoinh d6 x =7 ¢ hé s8 gbe bang 1.

” - 2 ¥ . # . ” % T[ ~ T[
b) Hai ti€p tuyén cta (C) tai cdc diém cé hodnh do x = ges va X = T song

song hoac trung nhau.

§ VI PHAN

L A 7 b A [ A - ,,?
1. Vi phan cua ham so tai mot diem

Cho ham s6 y = f{x) c6 dao ham tai di€ém x;. Khi dé ta cé

. Ay
'(xq) = lim —.
f(xg) P
Dang thitc trén cho thdy : Néu |Ax| kha nho thi ti s6 % rat gan véif'(x,), do
X
g . 5 Ay
do ta co th (xg) ® —
6 ta c6 thé coi rangf '(x;) A
hay Ay & f'(xg)Ax. (1)

- e A o 3 2 ) A - .7
Ta c6 khai niém vi phan cua ham s6 tai mét diém nhur sau :

Tich f'(xy)Ax duge goi la vi phdn clia ham s6 y = f{x) tai di€m x,
(tng véi s6 gia Ax) va duoc ki hiéu 1a df(x,), titc 1a

dfixg) = f '(xg)Ax.
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Vidu 1

Vi phén ctia ham s6 flx) = sinx tai di€ém xy = — 1A

Tl
4

4 4 2

X

H1| Tinh vi phan caa ham s6 fix) =

x+1
0.2 va 0,02 (lam tron két qua dén hang 10_3)_

2. Ung dung ciia vi phan vao tinh gan ding

Tir (1) va dinh nghia vi phan ctia ham s6 tai mét diém, ta thay :

df(ij = f[E] -Ax = cos% N Q.&x. O

tai diém x, = 2, (ng vdi Ax lan luot bang

. - \ - - 7 . * . - 27 - A ~ . e
Khi |&r| kha nho thi s6 gia cia ham s6 tai diem x; @ng véi s6 gia Ax xap xi

bang vi phén clia hAm s6 tai x, tng véi s6 gia Ax dé, tife 1a

flxg + Ax) — flxg) = f '(xg)Ax.
Tu do ta co

flxg +Ax) m f(xg)+ f(xp)Ax.

(2)

Céng thitc (2) cho phép ta tinh xap x1 gi4 tri clia ham s6 f tai di€m x; + Ax khi

viéc tinh cdc gia tri flxy) va f(xy) 1a kha don gian.

Vidu 2. Tinh gia tri ctia sin30°30' (14y 4 chir s6 thap phéan trong két qua).

Giai

y|!

! T[ A o # 5 - = = a7 T[ o -
Do 30°30' = — + T nén ta s€ xét ham s6 f(x) = sinx tai diém x; = = vGi SO

6

gia Ax = % . Ap dung céng thic (2), ta duoc

(™ T ' W m
f[E*ﬁ]”-f[E]” [gj'ﬁ*hﬂy

(T T | M) T 1 \/5 T
sm[ng ﬁ} A smg + (CDSE]ﬁ = 5+ 5 aep B 0,5076.

by Sn30990 = sinf B )
Viay sin30°30 = 5111[6 + 360] 0,5076.
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Nhan xét

Néu dung mdy tinh bd tii, ta tinh dwoe sin30°30' = 0,5075. So sanh véi két
qua trén, ta thdy viéc ap dung céng thite (2) cho ta két qua kha chinh xdac.

3. Viphan cua ham so

Néu ham s6 f c¢6 dao ham f’ thi tich f'(x)Ax goi la vi phin clia ham sé
y = flx), ki hiéu la
dfixr) = f ' (x)Ax. (3)

Dac biét véi hAm s6 y = x, ta ¢6 dr = (x)'Ax = Ax. Do dé ta c6 thé viét (3)
dudi dang

df(x) = f'(x)dx hay dy = v'dx.

Vidu3
3 2 3 2 ) 2 LT .
a)dx —2x"+ 1) = —2x"+ 1)dv = (3x" — 4x)dx = x(3x — 4)dx.
b) d(sin?x) = (Sillz,r)ld,k' = (2sinx cosx)dx = (sin2x)dx. O

H2| Hay chon phuong an tré 10i dung trong cac phuong an da cho déi voi moi
truong hop sau day -

a) Vi phan cia ham s6 y = Ni213x-1 &

Ad:;dr' Bd:Ldr'
e \p‘_rz+3_t'—l | e \J_rz+3x—l |
(C) dy = 1 dx - (O dy =D 5
x4 3x =1 ox2 +3x- 1
b) Vi phan cta ham s6 y = sin3x /a -
(A) dy = 3cos3x dx ; (B) dy = 3sin3x dx
(C) dy = -3cos3xdx (D) dy = —3sin3x dx.

Cau hoi va bai tap

39. Tinh vi phin clia him s6 f{x) = sin2x tai diém x = % tmg véi Ax = 0,01 ;
Ax =0,001.
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40. Tinh vi phan cta cdc ham s6 sau :

a) y= i (a va b 14 cic hang s6) ; b) y =x sinx ;
a+b

c)y= ¥ + sin’x : d) y= tan’x.

41. Ap dung céng thite (2), tim gid tri gin diing clia cdc s6 sau (lam tron két qua
dén hang phan nghin).

|
: b JO, 6 45°30',
a) 0.9995 ) 99 c) cOoS

DAO HAM CAP CAO

1. Pao ham cap hai

Xét ham s6 Ax) = x° — x* + 1. Ham s6 niy c6 dao ham £'(x) = 3x> — 2x. Hién
nhién, y' = f'(x) cting 12 mot ham s6 ¢6 dao ham va dao ham cua né 1a

[£'(0)] = (3x* - 2¢) = 6w~ 2.

Ta goi d6 14 dao ham cdp hai cia him s6 ban dau.

Mot cich téng quat, ta c6 dinh nghia sau day

DINH NGHIA

Cho ham s6 f ¢6 dao ham f'. Néu f' cling c6 dao ham thi dao
ham ctia n6 duoc goi la dao ham cdp hai ctia ham f va ki hiéu 1a
", tire 1a

Fr= LY

f'con goi 1a dao ham cdp mot ctia ham s6 f. Dao him cip hai cia him s6
y = f(x) con duoc ki hiéu la y".

216

baitap365.com



Vi du 1. Tim dao him c4p hai cia méi him s6 sau

a) y = X —225% 1; b) y = tanx.
Gidi
L] 2 n 2 L]
a) yo=3x —dx;y = QGx —4dx) =06x—4.,
begh=1 + tanx y'=11 % tanzur)' = 2tanx (1+ tanzur). O

HA1| 7im dao ham cap hai cia cdc ham s6 -a) y= ~Jx ; b) y = sinx.

2. Y nghia co hoc ciia dao ham cép hai
Ta di biét : Néu moét chat diém chuyén déng cé phwong trinh s = s(f) thi van
téc tai thoi di€m 7y clia chat di€m dé 1a v(zy) = 5'(¢y).
Bay gio néu f; nhin mét s6 gia Az thi v(¢y) nhan moét s6 gia 1a Av = v(zy + Ar) — v(zy).
Khi |&r| cang nhd (khac 0) thi Av cang phan dnh chinh x4c s bién thién vain
téc ctia chit diém tai thoi diém ¢, .
Trong co hoc, gidi han hitu han (n€u c6) cna ti s6 % khi At dan dén 0 dwroc
goi 12 gia téc tiic thoi tai thoi diém ty (hay gia téc tai thdi diém 7y) cua chat
diém d6, va duwoge ki hiéu 12 a(ty) . Vay

Av

a(ty) = lim —.
0 Ar—0 At

Do dé, ta c6 thé phat biéu ¥ nghia co hoc clia dao him cap hai nhu sau

Gia téc (titc thoi) a(ty) tai thot diém ty ciia mot chdt diém chuyén
dong cho boi phirong trinh s = s(t) bang dao ham cap hai ciia ham
s6's = s(t) tai diém ty, tie 12

a(ty) = s"(ty).
Gia t6c tai thoi diém 7, dac trung cho sur bién déi van téc clia chuyén dong tai
thoi diém dé.
Vi du 2. M6t chit di€ém chuyén doéng 6 phuong trinh S(7) = A sin(&).f + go) :

(Phwrong trinh nay goi 1a phwong trinh dao déng diéu hoa). Khi d6, van téc tie
thdi clia chuyén dong tai thoi diém ¢ 12

v(f)=8'"(t)=Awcos(@t+ @).
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Gia toc tife thoi tai thoi diém 7 14

a(t) = S'(H) = v\(t) = A& sin(@t + @). O

H2| Phuong trinh chuyén dong ciia moét chét diém la S(t) = 5t — 3£ (s tinh bang mét
(m), 7 tinh bang giay (s)). Tinh gia toc cta chuyén dong tai thoi diém t = 4s.

Pao ham cap cao
Pao ham cip mot f' va dao ham cip hai f" ciua ham s6 f con dwoc ki hiéu 14n
luot 14 _f“} va _}"(2]. Né'uf(Z} 12 mo6t ham s6 cé dao ham thi dao ham cua né goi
la dao ham cép ba cua ham s6 f, ki hiéu lilf(3). Twong tir, dao ham cip n coa
mo6t ham s6 diroe dinh nghia bang quy nap nhur sau :
Cho ham s6 fe6é dao hamcipn—1 (véin eN,n=2)I1af =),
Néu 77" 132 ham s6 ¢6 dao him thi dao ham ctia né duoe goi li

», e k) ~ * ~ ’ . w o LI ” ’ ”
dao ham cap n cua ham s6 f va ki hiéu 1a f ™) Néi c4ch khic,

£ _ [ftn-”], neN,n>2).

Dao him c4p 7 clia ham s6 y = £(x) con duoc ki hieu 1a Y.

Vidu 3. a) D6i véi ham s6 y = O+ 7% - 4y, tach

y = 3.1‘2 +14% 4.5 y'= e y(s} =6 va y("] =0 véimoin=4.

3
:,( ]

Yy =cosx ;¥ =(cosx) =—sinx ;

ym =(—cosx) =sInx ; y

y"' = (=sinx) =-cosx ;

©) (sinx) =cosx ; ... ]

H3| Quan sét vi du 3b) va cho biét khang dinh sau dung hay sai - Néu y = sinx thi

(1) . . HTT
= s1n| x+—|.

Cau hoi va bai tap

2. Tim dao haim clia méi ham s6 sau dén cap duoc cho kem theo.

a) flx) = X - cos2x, _}‘(4](,1‘) :
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43.

43.

46.

47.

48.

b) fix) = cosz.r, f{j](,r) .
0) flx) = (x + 10)°, f"().

Chitng minh rang véimoin = 1, ta ¢6 :

" -n!

n+l
X

2) Neu fx) = — thi 770 = &
X

b) Néu f(x) = cosx thi )‘{4”](.11‘) = COSX.

¢) Néu f(x) = sinax (a 1a hang s6) th'ifmf”(,r) = " sinax.

. Vian t6c cta mot chit diém chuyén doéng dwoc biéu thi bdi céng thiic

v(t) =81+ 3.*2, trong dé ¢ > 0, ¢ tinh bang gidy (s) va v(¢) tinh bang mét/giay

(m/s). Tim gia t6c cna chit diém
a) Tai thoi diém =4 ;

b) Tai thoi di€ém ma van téc ctia chuyén déng bang 11.

Luyen tap

Tim vi phan cta méi ham s6 sau :

2 2
a) y=tan 3x — cot3x” ;

b) y= \/cosg 241,

Dung vi phan dé tinh gin ding (1am tron két qua dén hang phan nghin) :

a) l . Hitong dan : Xétham s6 y= L tai diémxﬂ =J0.28 = 4,52 volr Axv=0,05.
J20.3 Jx

, = o i - Pelp [
b) tan29°30". Huong dan : Xét ham s6 y = tanvy tai diem x; = = VOl Ax = —

B
360
a) Cho ham s6 f(x) = tanv. Tinh A(x) véin =1, 2, 3.

b) Chitng minh rang néu f{x) = sin’x thi _)‘(4”](1) = 2" cos2x.

Chitng minh rang :

a) Néu y = Asin(@t + @) + Beos(wt + @), trong d6 A, B, @ va @la nhimg hang
s6, thi y" + @’y = 0.

b) Néu y= y2x — x? thi _‘_.-?3_}?" +1=0.
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VAI NET VE SU RA DOI CUA KHAI NIEM DAO HAM

Phép tinh dao ham hay con dudc goi la phép tinh vi phan da dudc manh nha tir nlra
dau thé ki XVII.

Sau khi Pé&-cac (Descartes 1596 — 1650) phat minh ra phuong phap xac dinh toa dé
mot diém trong hé truc toa d6 vudng gbéc (ngay nay goi la hé toa do6 Dé-cac vuéng
g6éc) va cach biéu dién ham s6 bang dé thij thi 6ng va nha toan hoc Phéc-ma (Fermat
1601 — 1665) da dat ra cac bai toan : Tim tiép tuyén clia dudng cong, tim cuc dai va
cuc tiéu clia ham sé. Dé giai quyét cac bai toan nay, cac 6ng da tiép can dugc diéu
"cot 161" chia khai niém dao ham.

Cé6 thé xem Phéc-ma la ngudi di tién phong trong linh vuc xay dung "phép tinh vi
phan". Ong la ngudi dau tién da giai quyét mot sé bai toan lién quan dén van dé cuc
tri va van dé tiép tuyén trén co sd cac "vo clng bé". Diéu nay khéng xa véi khéi thuy
ctia khai niém dao ham.

Tuy nhién phai dén nira cuédi thé ki XVII, cac nha toan hoc méi dat dugec nén méng
virng chac cho phép tinh vi phan. Cac nha toan hoc cé céng 16n trong linh vuc nay
phai ké dén Niu-ton (Newton 1642 — 1727) va Lai-bo-nit (Leibniz 1646 — 1716).
Trong I8i néi dau cla mot tac pham cla minh in nam 1684, Lai-bo-nit da viét :

"V&i su hiu biét vé phép tinh ma t6i goi la vi phan, ngudi ta co thé giai quyét dudc
cac bai toan tim cuc dai, cuc tiéu va tim ti€p tuyén".

Pén cudi thé ki XVIII va dau thé ki XIX, phép tinh vi phan va ban déng hanh véi né 1a
phép tinh tich phan da dudc xay dunhg hoan chinh bédi cac nha toan hoc Gau-xo
(Gauss 1777 — 1855), A-ben (Abel 1802 — 1829), Cé-si (Cauchy 1789 — 1857) va
Vai-g-xtrat (Weierstrass 1815 — 1897).

Cau hoi va bai tap on tap chuong V

49. Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :

220

4 3 2 2
X 5x X = 3% , ;
a) y=—+=+ bt L b) y= (a 12 hang s6) ;
. 2 3 ; e |
, 2 L 7 . 2
c)y=(2—x)cosx +2xsinx ; d)y=tan"x + tanx".
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. _ . 1) n .
S50. a) Chirng minh rang [Tj = ———, trong d6ne N .
% X
E o ht - — l e -~ i Ll :-:- e
b) Véix#0vane N, tadat x™" = — Tir dé6 hay so sanh dang thire trong
X
cdu a) véi cong thire (ﬁ'”)' = nx”_l va néu nhan xét.
51. Tim dao ham dén cdp duwoc néu kém theo clia cidc ham s6 sau (n € N ).
a) y=sinx, y" ; b) v = sinx sindx, yH] !
5 (n) | (71)
)y=A-x7,y"; B Y=y ¥
) y=G—=x)yy A=
| (1) 2 (2mn)
e) y=—— .y fYv=cosx, v .
)y=s—— " )) -
# = . b % -‘ ® .t T[ # o T[
S52. Tinh vi phan cua ham s6 y = > fai diem x = — ng véi Ax = ——
(1 + tan x) 6 360

4.

5.

S6.

(tinh chinh x4c dé€n hang phan van).

. Goi (') 1a d6 thi ciua ham s6 flx) = 2 -1 viet phuong trinh ti€p tuyén

cua (C) trong moi trudng hop sau :
a) Bi€t tung do6 cna ti€p di€ém bang 2 ;
b) Biét rang ti€p tuyén song song vdi truc hoanh ;

A * - - vl o= n, X l
c) Bi€t rang ti€p tuyén vuong goc voi duong thang y = —gX g

d) Biét rang ti€p tuyén di qua diém A(0 ; —6).

Tim mot di€ém trén dé thi ciia hAm s6 y = T 820 cho ti€p tuyén tai dé cung
X —

Vi cdc truc toa do tao thanh mét tam gide c6 dién tich bang 2.
D6 thi () cia moét ham s6 bac hai 4y LA
y=P(x) di bi xod di, chi con lai truc !
doi xing A, diém A thuoe (P) va ti€p |
tuyén tai A cta (9 (h. 5.8). Hiay tim i
P(x) va vé lai dé thi (9). i e

- 1 +
Cho parabol (D) : y = +°. Goi M, va M, 0 11 3 x
14 hai diém thuoc (P), 1an luot c6 hoanh |
dolax, =—2vax,=1. Hinh 5.8
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Hay tim trén (9) mét di€ém C sao cho ti€p tuyén tai C song song v4i cit tuyén
M M,. Viét phuong trinh cua ti€p tuyén dé.

57. M6t chit di€m chuyén dong c6 phuong trinh § = £ — 3¢* — Ot + 2, 3 d6, ¢ > 0,
t tinh bang gidy (s) va § tinh bang mét (m).
a) Tinh van t6c tai thdi diém f = 2.
b) Tinh gia t6c tai thoi diém ¢ = 3.
c¢) Tinh gia t6c tai thoi diém van t&c bang 0.

d) Tinh van téc tai thdi diém gia t6c bang 0.

Bai tip trac nghiém khach guan

58. Mb6i khang dinh sau day ding hay sai ?
a) Ham s6 y = cotx c¢6 dao him tai moi di€m ma né xac dinh.
b) Hims6é y = \/T c6 dao ham tai moi di€m ma né x4c dinh.
c) Himsé y = ‘Ji‘ ‘ c6 dao ham tai moi di€ém ma né x4c dinh.

Voi moi bai tir 59 dén bai 62, hday chon két qua diing trong cdc két qud dd cho.

tai di€ém véi hoanh do6 x = —1 c6

59. Tiép tuyén ctia d6 thi ham s6 y = l
X -

phuong trinh 1a
(A) y=-x-3; By=-x+2; (Oy==x-1; D)y=x+2.

co

C R - s ] e, = ., # 1 - L] o LY l
60. Tiép tuyén cua do thi ham s6 y = \/2_ tai di€m véi hoanh do6 x = 5
X

phuong trinh 1a
(A)2x— 2y==1; (B)2x=2y=1; (O2x+2y=3; (D)2x+2y=-3.

61. Ham s6 c6 dao ham bang 2x + % la
X
3 3
X +1 X" 4+ 85x =1
(A y=——: B)y=—r—
¥ 2
(C)y::ﬁ(.x 3—|—.l)_ Dy it =
X
222
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62. Dao ham cdp 2010 ctia ham s6 y = cosx la

(A) sinx ; (B) —sinx ; (C) cosx ; (D) —cosx.

63. Dién nodi dung thich hop vao ché tréng.

12

Y

a) Ham s6 hop cta ham s6 y = cotu va ham s6 trung gian u = «x 12

=, ~° » ) ~t [ %, =, - ® . N,
b) Ham s6 hop cua ham s6 y = # va ham s6 trung gian i = cosxy +sinxla y = ...

c) Ham s6 y = tan 3x 12 ham s6 hop cia ham s6 y = ............ va ham s6 trung
g1 BiS coamen
d) Ham s6 y = +fcos x 14 ham s6 hop clia hAm s6 y = ............ va ham so6 trung
glan U = ........co....

Cau hai va bai tap dn tap cudi nam

’ N N i)
a) Tinh sm§ va cosg :

b) Chitng minh rang c¢é hang s6 C > 0 dé cé dang thirc

3
sin.x + (\5 — l)cosx = Ccus[}' — ?ﬂj véi moi x.

Giai phuong trinh

tan x=cot2x.
Bi€u dién cdc nghiém trén dudng tron lwong gidc.
5 2 . > T > . i . 3
a) Tim gi4 tri nho nhAt cha biéu thite P(x) = (sinx + cosx ).

1

- . ” At > w JF -,
b) Tim gia tri nho nhat cua biéu thirc Q(x) =
SIN” xXCOoS™ X

c¢) Tim gi4 tri nhd nhat cta bi€u thite R(x) = P(x) + O(x).

Giai cac phurong trinh :

. 4 4 3 = 3 = 3 . 2T
a)sin X + cos x = — ; b)sin 2y — sin'x = 5111‘2 -
4 4
c) cosx cos 2y =cos 3x; d) tan2xy— sin2x+ cos 2x — 1 = 0.
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5. Giai cic phrong trinh sau :
a) 2sin(x + 10°) — /12 cos(x + 10%) = 3 :
b) \/3 cos dx + sindx = 2cos 3x ;
c) sin’y — 3sinx cosx + 2cos’x = 0.

6. Giai cdc phuwong trinh sau :

) 3 9 | + cosx
a) 2tan x + 3 = : b) tan x = —— ;
COSX | +smnx
SN 3x

c) tanx + tan2x = .
COS.X

7. Mot doan tau nhd c6 3 toa khdch dé & sin ga. C6 3 hanh khich burGe 1én thu. Hoi :
a) C6 bao nhiéu kha nang trong dé 3 hanh khach 1én 3 toa khac nhau ?
b) C6 bao nhiéu kha nang trong dé 2 hanh khich cung 1én mét toa, con hanh

khach thir ba thi 1én toa khac ?

8. Chotiphop A={1,2,3,...n}véine N,n>1.Hobicb bao nhiéu cap (x ; y)

véixe A, ye Avax>y?
9. Mot tii chita 16 vién bi, trong dé ¢6 7 vién bi trang, 6 vién bi den va 3 vién
bi do.
a) LAy ngau nhién 2 vién bi trong tii.
— Tinh x4c suat dé duroe 2 vién bi den.
— Tinh x4c suat dé dirge 1 vién bi den va 1 vién bi trang.
b) LAy ngau nhién 3 vién bi trong tiii.
— Tinh xdc suat dé dirge 3 vién bi do.
— Tinh xdc suat dé diroc 3 vién bi véi 3 mau khdc nhau.

= . . = L L] # - 7 %, iy . . . A
10. Goi X la bién ngau nhién chi s6 diém ma mot van dong vién ban cung nhan

dwoce khi ban mét 14an. Gia str X ¢6é bang phan b6 x4c suit nhu sau :

X 9 il 5 3 1

P 0,2 | 0,36 | 0,23 | 0,14 | 0,07
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a) Tinh diém trung binh khi van déng vién dé ban moét 1an.

b) Tinh diém trung binh khi van déng vién dé ban 48 14an.

1 .
11. Ta da biét msi2 = 5\/5 . Chirng minh rang :
3
a)c:os.izl 2+J5 |
2> 2
T 1
b) cos— = \,2 + JQ + 2 vGi moi s6 nguyén n = 2.
2

=1 dauc:ul
12. Cho day s6 (u,) xac dinh boi
=3vau,=4u, —1 véimoin =2,
Chitng minh rang :

2n+l
2 ol o e ;
a) u, = vO1l moi sO nguyénn = 1 ;
fl 3 .

b) (u,,) la mot day sé tang.

13. Cho déy s6 (u,) xac dinh boi
uy=5Svau,=u, ;—2véimoinz=2.

a) Hiy tim s6 hang tong quat cta diy s6 (u,).

b) Hiy tinh téng 100 s6 hang diu tién ctia diy s6 (u,).
14. Cho diy s6 (u,) xac dinh boi

=2vau,=3u, véimoinz=2.

a) Hiy tim s6 hang téng quat cua diy so (u,).
b) Hiy tinh téng 10 s6 hang diu tién ctia diy s6 (u,,).

15. Cic s6 x — y, x + y va 3x — 3y theo thi twr d6 14p thanh mot cap s6 cong, dong
thoi cde s6 x — 2, y + 2 va 2x + 3y theo thir tu d6 1ap thanh mét cAp s6é nhan.

Hay tim x va y.
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16. Tinh gidi han ctia cdc day s6 sau :

AT 15 T . 27> +350% —10n +3
a) lim . : b) lim - :
n +n+100 5n° — n” + 2n
4 n n
c)lim\lﬁn +n+ 1 : d)1i1113'2 3.7 _
2n + 1 43" +57"
17. Tinh céac gi6i han sau :
a) lhn\/3n4 —10n +12 ; b)lim (2.3" - 54" ;
c) lim (\/H4 241 —n? : d) lim ! .
\1”2 +2n —n

18. Tim s6 hang diu va céng bodi ctia mot cdp s6 nhan i vé6 han, biét rang s6

va tong cna cip s6 nhian nay la 15,

hang thir hai la L

19. Tinh gidi han clia cdc ham s6 sau :

. P _
2 T X -|—31—|—10 ; By, Tt X +ll_1—:|2—30 :
x=>-1  x7+6 -5 25 _ y
6 2. 2, .
0) lim 22 X2 d) tim X%
L (3-3 + 2) x40 2 4 Tx? 4+ 21
4 . :
€) lim g 4 13 ; f) lim (2x+1) ‘5_“ :
X—>—0 2x + 1 e 553 0%
#) lim ¥9x2 +11x 100 : h) lim (Jsﬁ 4l A-JE) ;
X =40 =400

N 1
) lim ———"
X202 f x4+l —x
20. Chitng minh rang phuong trinh ¥+ a? + by + ¢ =0 ludn cé it nhat
mot nghiém.

21. Tim dao ham clia cdc ham s6 sau :

m‘3 + h.rz +c

T (a, b, ¢ 1a cdc hang s6) ;
{ g

a)y=
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4
1
b)y= (1‘3 g + 3] : c)y= ¥° cos? x :
X
1
d)y= 51111/4 + X2 : &) = \/1 + tan[r + —] .
X

22. Cho haims6é y= me® +x° +x—5. Timm dé :
a) y' bang binh phwong cia mét nhi thitc bac nhat ;
b) y'cé hai nghiém trdi déu ;
c) y' >0 véimoix.

23. Giai cac phwong trinh sau :

» 1 . ,
a) y :0,v01y23511121'+smx -3

b) y'=0, v6i y = sin 3x — 2cos 3x — 3x + 4.
24. Cho hyperbol (') x4c dinh bdi phirong trinh y = LY .
x

a) Tim phuong trinh ti€p tuyén (T) cta ((H) tai ti€p diém A cé hoanh do a (véi
a # 0).

b) Gia sir (T) cat truc Ox tai diém I va cat truc Oy tai diém J. Chilng minh
rang A 1a trung diém cta doan thang I7. Tir d6 suy ra cich vé tiép tuyén (7).

¢) Chitng minh rang dién tich tam gidc OIJ khong phu thude vio vi tri cna
diém A.

25. Mot diém M chuyén dong trén parabol y = — x> + 17x — 66 theo hudng tang
cua x. M6t nguroi quan sat dimg o vi tri P(2 ; 0).

Hay xac dinh cdc gi4 tri ciia hoanh dé diém M dé ngudi quan sat ¢6 thé nhin
thay duwoce diém M.
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HUGNG DAN GIAI, DAP SO CAC BAI TAP

CHUONG I
L. a)R;b)R\ {kn |k € Z} ;
RNk + Dn |k e T} ;

d) R\{%wglk e z}.z. a) Lé ; b) Khong

lé, khong chan ; ¢) Khong 1€, khong chan ;
d)Le. 3.a)Sval:b) v2 —1va-1;

c) 4 va —4. 5. a) Sai. HD :@ Xét khoang

[—E E] b) Bung. HD : S dung céng thiic

.
coa’x = 1 — sin’x. 6. b)
; _E I 0 T i
2 4 4 2
s T
2y = el 0 o
X T 5 5 T
2
2sin2¢| 0 0" """
sin2x ~ 5,
7. a) Khong lé, khong chan ; b) Chan ; c¢) Lé.

10. HD : Chi y dén cdc giao diém clia dudng

thang y = % véi cdc dudng thang y = +1.

13. b)
X -21 —T 0 T 2T
l e _E 0 E T
2 2 2
: |
X
cos " ~—

T n T
]4.2’[)54—:‘15.;4-;(5 :

11w 29%
b) - o + k10T, T+k10n

&) 422 + kam - d) +o % LT
" 2
yvolcos o= —

o

228

_ 1lzm _ 13=m
b) 3 e 3 = 17.
vao ngay tha 80 va ngay thi 262 trong nam ;
b) It gio c6 anh sang nhit (9 gio) vao ngay tha
353 trong nam ; ¢) Nhicu git c6 anh sdng nhat
(15 git‘j} vao ngay tha 171 trong nam.

a) Co 12 gio anh sang

18. a) ; +k§ b)a +15° + k180°, véi tana = 5

(66 1 Sham um?8041'24");cjg " %+ % :

= % + % © ©)—200° +k720°

) ks

30 3
o o 4 T
Zﬂ.a)—ljﬂ .,—60..30 b)—? —E.

21. Ca hai ban déu giai dting. 22. B =45°,
C =~ 35°15'52", A =~ 99°44'8" hoac B = 135°

C ~35°15'52", A ~9°44'8".

mi

23 D=R {—T+k2'n:|kEEm—l 31 ;

)
b) R\ k?ﬂlﬂ'E E} ;

c)ﬁ[[&\[{—%+kn|keﬁ} U {gwm ke Z}] :

s 7 o
d) m\[{—gu 5 |kEu}] U{i§| e M}.

24. a) h= 3064,178(km) ; b) 25 phut. HD : Xét

phuong trinh 4000 cos {%{r— lﬂ)} = 2000

va tim nghiém duong nhé nhét ctia no ;

c) 37 phat. HD : Tuong tu phan a).

25. a) 0 phat, 1 phat, 2 phiit, 3 phait, ...

b) 0.5 phat ; 1.5 phat ; 2.5 phnt ; 3.5 phut ;
1 n T 2ﬂ:
- 1 .2 . = Ty W

c) n phat. 26. a) > + k2T, 0 +k

b) —210° + £360°, 70° + k120° ;

T A
27.a)t— +k2m;b) —+ k= ;
a) 3 T )g 3
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() s
——=+ k21 ;= +km.
r:}2 T S T

28. a)ﬁ:Z:rc,i% AT b)—%+ﬁ:2ﬂ: :

T T

— +km, — +Em
c) 1 T 6 T
29.a)=—-034:b)=1,21 ;¢)=
d) = 0,34.

0,20 ;=268 ;

30. a) ¢+ (2k + 17, vGi cozaL= % va sing = ij ;
L L
24 24

c) Vo nghiem.
3l.a)r= 0,11 (s) var= 0,64 (s).
HD - 5smnb6t— 4cos 61

5 4
= Jéﬁ[ cnsﬁr]
J41 Va1
= J41 sin (67— @) véi
5 _ 4

va sihg= —.
N T

Chon « = 0,675 va tim nghiém cta phuong
trinh sin(6f— @) =0 thoaman 0 <¢ < 1.

b) t = 037 (s) va ¢t = 0,90 (s). HD - Tim
nghiém ctia phuong trinh sin(6f —a) = + |

thoa man 0 < ¢ =< 1. 32. a) \}a2+f;rz va
Y S

. b) T-I-z"v’ﬂ —T-I-Z

sin 6f —

coa K=

~aa® + b2
33. a) Vo nghiém ;
b}—% +km, arctsm[—%-l— -\E] + kT ;

<) %+ km . arctan(=5) + k7. 34 a) kT, k; ;

T

b)k— H+ ks -c}k;k%. (Chii - ho kn
2
nam trong ho I{%) d) T+ k2T, %4—}’(%

35. a)kE. ki. (Chii v : ho % + km nam trong

T T T
h k_ b __|_;(_ __|_;(_ __|_J!'(
0 ):b) 52 T .

36.2a) k27 ;b) 80° + £180°

c) k. —% + k. HD - Dit t = tanx.

d) k; - (Chui ¥ - ho km nam trong ho fcg) ]

e) ﬁ:% voi k nguyén va khong chia hét cho 3.
37. a) %s va 2s. HD : Tim t thoa min

cos {%(Zf—l)}:i lva 0<t<2.

b) #=0,10s; t=090s vat= 1,60s. HD : Tim ¢

thoa man 3cos {g(lf = l)} =+2yva0<z<2.

T T
38.a)x— +in:b) —+im.
) e )4
HD : Pat y =tanx + coty véi | y| 22 ;

c) an:tan% + km. 39. a) Vo nghiem, HD : Pua

vé dang sin(x— @) =m véi| m|>1;
b) HD - Dat t = sinv + coz x. 40. a) 90", 270° ;

b) 225", = 243°26'5.8". 41. a) + k.

T

74

arctan [—lj +kw:b) lslrf:t:_tm(—Q) + ﬁ:E .
3 2 2

lﬂrctﬂn?) +k% ;c*.}—E + kT, —% + k.

4

)
AP 2l B s b)—+£—

8 IS 2
s T
3 + I{E c) Vo nghiém. HD : Clui y PKXD la
sindx = 0 ; d) kZm—E +I{TE.—% +im.
43. a) Pung ; b) Sai ; c) Pung : d) Sai ; e) Sai ;
1
f) Pang ; g) Sai. 43. a) = sin [_r +%] z
cns?
1 by s i 2T
b) mgﬂsm[& +H] 46. a) ﬁ+i?
7
i

—?+k2n HD : B¢ y rang

cos2x = s'm[%— 2.\'] - b) 30° + £120° ;
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c) ilan:cos.l +km ;d) = + kT,
2 3 4

2 1 1
ﬂrﬂtﬂ“[‘g} +kn.47. a) Sarctan s + ﬁcg ;

b) —% + kmtva E‘l]‘Ctﬂ[l[—%) + kT ;

o %* Stm - Darctan(—95) + km. HD : Viet vé

L " l P ] 4 i
phai dudi dang E[sinz % + cos’ %]
T 47
48.b) — + k2n, —+ k2T
6 3
i, Belpin, OB g0
- 6 o 6 2

SU6) b VA R
> 1 7
(HD: Néu x = ;+ b dib = tand):

51. (B). 32. (C). 33. (D). 54. (A). 55. (C).
56. (D). 57. (B). 58. (A). 59. (C). 60. (A).
61. (D). 62. (B). 63. (D).

CHUONG II

1. 9.2.20.3.a) 605;b)91 000.4. a) 256 ;

nin—1)

b) 24.5. 120. 6. 336.7. a)

b) n(n—1).8.a) 35;b) 210. 9. 1 048 576.
10. 180 000. 11. 252.12. 15.13. a) 1365 ;
b) 2730. 14. a) 94 109 400 ; b) 941 094 ;
c) 3764 376. 15. 196. 16. 126.

1T oy 2 137 A8 1287 19,330
20.-94595 072. 21. 1 + 30x + 405x” + 3240x°.

22. -C/s3°27. 23. 3003. 24. 32. 25. ¢) 0.3 ;
d) 0,06.
26.2a)0,5:b)0,25.27.a) L :b) 2 Al l
30 30 30
11 5
28.b) P(4) = )P(B)= — : P(C) =
) P(A) (B) = T (C) = e
o G
29, E =~ 0.016 . 30. a) —= =~ 0,029 :
l:‘:'}'_IIJ le}f}
230

05
b) —2L =~ 0,0009 . 31. —1?_ 32. i—ﬂ 33. =
Ol'{i'{? 9
1 7 3
4.2) —: b) — _
M.2) 230 5093
35.2) 0.384 : b) 0.488. 36. a);

37. (0.8)'% ~ 0,1074. 38. % 39. a) Khong

xung khac ; b) Khong doc lap. 40. n = 6.

1
b) —.
)64

4L 2 2. 2 43.C6.44,
36 716
X 0 1 > 3
P | 0125 | 0375 | 0375 | 0.125

45.a) 0,35 ;b) 0.85. 46. 0.35. 47. E(X ) = 1,3 ;

V(X) =075 6(X )=~ 0,87. 48. E(X ) = 2,05 ;
V)~ 185: o(X)~136:49. E(X) =185 :
V(X)=~283: 6(X)~ 1.68. 50.
X 0 1 > 3
p 1 0.5 0.3 1
6 30

51. a) 0,8;b)0,2;c¢)2,22.52.a) 0,72 ; b) 0,27.
53. B(X ) = 1,875 ; V(X ) = 0,609 ; o(X ) = 0,781.
54.E(X )= 18375 ; V(X ) = 5484 ; o(X ) ~ 2342,
55. 168. 56. 24. 57. a) 512 ; b) 315. 58. 126.
59.a) 12 650 ; b) 13 800. 60. C},3°2” .

61.a) 0,334 ;b) 0,2. 62. l

Cs,
ci
63. | ——2 ~ 0,341 . 64. 0.96.
CJ
63. a) D,992 :b) 0,08. 66.a) 0.9 :b) 0.9.
67. a)
X 5 6 7 3 9 10 | 11
A ALl L ELE L
12 6 4 6 6 12 | 12
b) E(X) =7,73.
68. a)
X 0 1 2 3
p| (L8 L
3513535 35
9
b)E(X)z? V(X)=049.

69. C). 70. A). 71. B). 72. B). 73. B).
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CHUONG III

e iy = A, Y

Chiing minh bang phuong phip quy nap.
13. a) Tang ; b) Giam ; c) Giam. 14. Goi y :

12. Gor vy :

Viét lai cong thic xdc dinh u, dudi dang :
2 5
= —+ . 20. Goi y : Tim co
u, = 3 Gn D) ol vy : Tim cong

thiic ctia s6 hang tong quéat u, . Ddp s6 : Cong

T

sal t.-’:Z. 22.11;14;17;20;23. 25. Cong

27.690. 28. 30°:
1 1

35.~222.10 ° gam

=3 —3n.

0°:90° 3bhu, = —%. Iz 1z

sal d = -3 va u,

o HI._

34.u, =-5 . (-3)"".

2731

1 048 576
192°.39.x =6, y=-2. 40.q =-2. 41l.q = -2.
0. 4, E 64 ; 148-1 148, 148

3°°9 21 27" 27
Str dung phuong phap quy nap. 43. Goi v © St

36. a) 39 040 ; b) 37.24°:48° : 96° ;

.4 Goi v :

dung phuong phap quy nap. 31. a) u, = 8500,
uy = 9000,v, = 6420,v3= 6869.4

b) u, = 7500 +500n , v, = 6000 . (1,07)" ~"';

c¢) Coso B ;d) Cosd A. 52. a) Sai ; b) Sai ;

c) Pung. 53. (B) ; 54 (B). 55. (A). 56. (C). 57. (D).

CHUONG IV

( 1:'"
- —YUI l"ﬂﬂl H.

1. a) HD.
n+ 3 n

1
. |1-‘H < —iwfri moin.S.a)2:;b)-1;:¢)1;
1

d) 1.6.a) %.b)ﬂ;c)ﬂ;d)l.HD.' Chia ca tix

va mau cta phan thie cho 4" . 7. a) HD.

Vo :l_r"vﬁimqin; b) 1—3.8. a)0val:; b)
J 4
2
3
Lttt =3a; 8 +8 .= ul;/_~

9.3)—' )2 C)&“] a) p = nR;
99 900 P
2
S, :%L b) imp, = xR ; lims =0.
11.a) —0 ;b) 40 . 12.a)—0; b) 4w .
13.a) +o:b)+x® . 15.a) +o: b)—w .
16.a)0; b) 4o ; c)%;d) —%.

17. a) + ; b) +w ; ¢) —w ; d) +=». 18. a) %;

b)+m;c)+w;d)ﬂ;c)+m;f)%. 19.u, = 1;
qz%.lﬂ.a)+w;
b) & —i'!.'+L—~"Ii+i iz+ +i i”_l
37 (3)9 (309 39
2
i BB N8 Bl =¥u-’f. 21. a) -5 ;
b) % 22.2a)0,0,1 va0; b) khong ton tai.
23.2)37:b)0:c)—1:d) —_L;e) 1:9) 3.
1 |
24.2)0:b) 2; C)E d) -3 25 a)— b)0
26.a)0;b) 10 ;c) +oo ; d) m.ZT.a}], b) -1 ;
g 6
c)Khéngtfmtz_ti.ZS.a)—E;b)ﬂ;c)ﬂ;d)%.
29.3;3v§13.3[l.a)5;b)%;c)%;d}E;e)S;
) 3. 31 '1)—ib 0:¢)-16:d)1.32.a)1:b)2;

c) %;d)D.SI&.S; 3 ; Khong ton tai. 34, a) —o ;

b) 4. 35. a) +» ; b) —xm
36.a) +o0 ; b) +o. 37.a) —»0 ; b)

) =® ; d) =
—m. 38. a) 3 ;

2

b)—cr):c)+w;d)ﬂ.39.a)ﬂ;b)T. 40.2a) 0 ;

by 1. 41. a) 0 by 0. 42. a) +w

33
o

b)lz;(‘.)%;d)%;f)m;ﬂ—m.i‘&ﬂ)
b}% ;c}+w;d}]g- 44.2) —J2:b)-2;
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c)—m:d)+m.45.a)+m:b)%;c)ﬂ:d)ﬁm.

55.a) +to; b) —%: c) —0 ; d) +o0. 56. a) +o ;

b) —%. 57. a) 3;IJ}SI.

| |
=]l -———. 5% a) —:b) —— :
1+ 1 1) ) 2

c)+m;d)+xo:e)0: 1) —]E. 60. 1 lién tuc trén

58. 1. HD. u,

1

R .61. m — 63.a)(B):b) (C) : c) (A) :

d) (B). 64. a) (D) ; b) (C) ; c) (C) ; d) (C).

65.2) (B) ; b) (D) ; c) (B) 66. a) (C) : b) (D) ;
(A} 67. a) (C) ; ; ¢) (A). 68. a) (B) ;
}(B ) (D). 69. 1) (A} b) (B) : ¢) (C) ;

d) (C). Tl]. a) (C):b) (D):c)(B). 71 (B).

CHUONG V

l.a) 3 :b)-0,19. 2.a)2;:;b)5 3.a)a
b) ax,. 4 a)3;4,1va4,01.b)4.
S.a)y=3x+2:b)y=43x—4);c) y=3x1 2

6. a) 49.49 m/s : 49.049 m/s vi = 49,005 m/s :
b) 49 mys.
L' (=1)=3;Ff(F2)=80;f(2)=
8. a) 2ax: b) 3x> (Vx € R).
5 1 -1
9., 3) —— vo1 X i— - b vl
(2x — 1) 2\."3 - X
x<3.10.2) f'3)=27, f ( 4)=48;

. | 1
b) f (l)=51f\(9)=g |
11. a) Ménh dé sai ; b) Ménh dé dung. 12.
Fi)<0:577(x) =01 (x3)>0.
14. b) Khong tén tai £'(0) ; ¢) Ménh dé sai.
15. Ham s6 gidn doan tai x; va x5, lién tuc tai x,
vaxy ; co dao ham taixy va f'(y) =0

16. a)—1:;b) 10 ;c) 8.

17. a) 5x° -

_E;

3 .
2fx
o

3 2
R e e :
BN )a+.-‘1

232

18. 2) 20¢(® + D% + 1) - b) 4x(=32> + 1) -

. or. _
&) 2(x +1);d) dx +6_!.+S:

1(1 + 2)

f‘)— f)
(_x+1)

+ xa 1)
{9& +x-1).

3

2.\-;2\/.? T

19. a) 32(x — x> (1 = 2x) : b) —

) 2
gy, TE o U

2-../(1 — x)?

20. x < 0 hoac x =

@ — 2

3+J§

2

. 21. a) x < 0 hoac

x32:b) 1= 2 <x<1 442,

22. a) x; =5,162; x, = —-1162 ;b)x =1 ;

X, 23,449; xy= —1,449.
Pt G DS —5(2x — 1
2 9 ; {—2; 2(1‘ }ﬁ;
(x“ —dx +3) (x" —x+1)

¢) 2x +3J_? - d) 200 +2) (0 + 3 B + 11x 4+ 9)::

-1

(h’l}-’ )
‘ £ 5 1)

2d.a)y=2x—1; b)vz ;i Ve il
26.xp= 04142 ;x, = 0,732]1 ; x5, =1;
xy = 1,2361. 27. t=20s ; ¥(20) = 1960m.
2 |

28- ) ——— ; b _-.. _l

a) 3 ) 5 c)
29, a) Scoav + 3sinv ; b) (2x — 3)005(.1‘2 —3x+2);
c) — anyeE sl :d) 2(4coe8x — cos 2x) ;

2x+1
2 sin2.x
e) — - f) — .
(sin.x — cns_r)‘}' AJcos 2x
31.a) : -
2cos? ]
2
b) — al (l—l—cntz(.rz-l—l));
Q12+1

3sin’ x 2 12
N TR e !

cos X sin”2x sin” 6.x
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|
€) :
cos’ xall + 2tan x
f) coty — L
sin” v

33. a) (xcozx — sim‘}[ L - 1}_ ] :
X

x2  sin’x
sin2.x B 231{12_1'(1 + tan’ 2x)
[+ tan2.x (1 +tan2x)>
. I g e
0) Cos X ) sin 2( x 1)— 4x ;

cusltsin_r} 25in2(_r2 - 1)

5 2sinaf T — 8x - £)
Afm—8x ’

34.—752.

2sin3x + 3xcos3x

Z\fs'm 3x

35. a) ;+k2:n: : ;—E+k2:r|: ; %“ + k2T

| 4
b) 5 (@ + g+ K27) trong d6 cosa = = VA
i 3
sing= —.
5
T T 3T T T
C)E‘l‘ﬁ'ﬂ:.g‘l‘kzﬂ ,?‘l‘kQEd)E-FkE

1
36. x = E(TH_ 4+k2m). 37. = 3141593 mA.

—\E—Q
2 =1

B.aym=-1:bym= .39.-0.01 ;- 0,001.

|
dvy
2a + b }-J_?

c) (2x + sin2x)dy ; d)

40. a)

-b) (sinx + xcoax)dx ;

T
3sin” x

4
COos X

41.a) = 1,0005:b) =~ 0,998 : c)= 0,7009.
42.a) 24— 16coz2x : b) —16sin2x.

dy .

¢) £ '(x) = 6(x + 10)° : f "(x) = 30(x + 10)* ;
£"() = 120(x + 10)° ; £ (x) = 360(x + 10)° ;
P =720+ 10); F @) =720 F ™) = 0
(VnzT7).

44. 2) a(4) =32 mys” ; b)a (1) = 14 m/s”.

_6(2 cos’ 3x + 1 - 2cos’ 3x)

45.a)dy 3 3 4
sin” 3xcos” 3x
indx
b) dy = —————— .
\{msz 2x + 1

46. ) ~ 0,222 ; b) =~ 0,566.
47.2) £'(0) = | +tan’x ; £'(¢) = 2tany (1 + tany) ;

00 = 2(1 + tan’v)” + 4tan’x (1 + tan’y).

49, ) 2° + 5x% —

1 -
J2r
= - T
b) a e ;cC) sinx 3

(x - 1)°

SN X X
d) 2[ T : 2].
Cos X Ccos X

51. a) —coex ; b) 128cosdx — 648cos bux ;

)y =54 -x) ;¥ =204 -x); y" = 604

— 07y = 1204 -0 5 Y =—120: " =0
(-1)"m! . (-1)"'n!2"

(Zeray™™ T G Ptt

f) (-1)".22" . cos2x.

52. = — 0,0039. S83. a) vy = 2(4x — 3) va y
=2@x+3):;b)y==1;¢) y=2(@x=3) ;
d)y=2(4dx-3)vay=—2(4dx +3).

3

54. (?‘ z 4] .55. P(x) = &.1“}‘ -

(Vn = 6) ; d)

1.3
2" A
56. ;.-=—.~.——% .57.2)-9m/s: b) 12 m/s’;
¢) 12m/s”: d) =12 mfs.

58. a) dung ; b) sai ; ¢) sai. §9. (A). 60. (C).
61. (B). 62. (D).

63.a) mt\j_: - b) (cosx +sinx)" :c) y = tanu

va u=3x;d)y= 'J; VA I = COSX.

ON TAP CUOI NAM
1 5)sint = 22— ;

g8 2
DDE% zé\ﬁ—l—\E.
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b)czﬁh—z\z’i

3, v b
6
3 @) 24/ bydsie)y 4= 2.2 .

T
F

I8
4ajy=—+k
2 8 4

T T T
b) ¥ =i b b = Lk
) X 1 > X 6 T
c)_r:kg.HD ccoadx =coa(x + 2x) ;

o= gwg . aos=ifim:

3

5.a}_rziu—élﬂu+k360uvﬁicosu=—E.
o T o

b)x=—+kn . x=— +k—.

J¥= g rhm. = og vk

L
e)x:—= P + km, x = arctan 2 + k.

6. a) x=k2n. HD : DPat y =

cos X
T
b)x=n+k2m x = E + k.

2

HD : tﬂnz.r 5 l—c# .
] —sin” x

km

e)x= =

7. a) 3! = 6 truong hop. b) 18 truong hop.
5 (2 .

i BESD e, g B R
AN R

& 1 689

b = ;
) cfﬁ 560 560 40

10. a) 5,96 ; b) 48.5,96 = 286,08.

11. b) HD : Chiing minh bang quy nap.
12. a) Ching minh bang quy nap ;

b) HD - 22{H+|}+| 5 22:I+| :

13.a)u, =7 — 2n ; b) 850 = —9400.
14 a)u,=23"";b)§p=3"-1.

234

6 2
15.G:wW=03:1).x; V= ——ite—]-
x:m=G:1),k; ¥ [ 3 13]

16.a)1 :b)0;c) +m;d)—%.17.a)+c0;

b}—m;c}l;d}l.lﬂ.r.f_':12;q:l_h0£1c
2 )

M= B P 19&)2'b}1'c)]'d)ﬂ'

I "q 5' » ) lﬂi ] 5

e)—0;H2;g) +0;h)0;i) 2.
20. HD : Do tinh lién tuc ctia ham s6
fix) = O rax’ +hy + ¢

va lim flx) = +m, lim f(x) =—w.

2u.r3 +.-":v_1;E S,

21. a) 7

(a+h)x

3
b) 12[\-3—i+3] [H+L]-
- .3:'3 - .l'-l ,

X '1,,’44—_ 2
c) .k'z(scﬂﬂz x—xsinZx);d) TN

A x 2
7
i x =1 |
2 z[ l]\/ [ 1]
2x cos | x+— |, Jl1+tan| x+—
X X
22.a)ym = : :b)m{:ﬂ;c)m}l.
3 3

23. a),t':‘n:+k2ﬂ:;,r:ig + k27 :

b)_r:k% g ‘%‘ﬁ A—? wiiangnsd
24. a) _\-':—L,E_x%—g;
il a

b) HD : I(2a ; 0), .f[ﬂ;gj.c) S, =2 (don
ol

vi dién tich). 25. -4 <x < 8.
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THUATNGU TRANG

Pao ham céip hai 216
Pao ham cdp mot 216
Pao ham ciia ham s6 hop 201
Pao ham ciia ham s6 tai mot diém 185 |
Pao ham ctia ham s6 trén moét khoang 189
Do lech chudn 89 |
Buong hinh sin 7
Puong tiém can (ctia do thi ham s6 v = tan x, y = cot x) 12
Gia téc tuc thoi 217
Gia thiét quy nap 98
Giao cha hai bién co 81
Giao ctia k biénco 81
Gidi han vo cuc ctia ham s6 tai mot di€ém 147
Giéi han ctia ham s6 tai mét diém 145
Gidi han ctia ham s6 tai vo cuc 147
Giéi han lim 2 153, 206
Coa—=0 «x
G161 han mo6t bén 155
Giéi han bén phii 55 |
Gidi han bén trai 156
Ham s6 c6 dao ham trén moét khoang 189
Ham s6 hop 201
Ham s6 lién tuc 168
Ham s6 lién tuc tai mot di€ém 168
Ham s6 lién tuc trén mot doan 169
Ham 56 lién tue trén mot khoang 169
Ham s6 lién tue trén mot nira khoang 170
Ham 56 tuan hoan 13
Hém s6 tuan hoan véichu ki T 13
Ham s6 trung gian 201
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THUAT NGU TRANG
He¢ thiic truy hoi 103
Hoén vi 56 |
Hop ciia hai bién c6 78
Hop ciia k bién c6 78
Két qua thuan lgi cho bién cé A 71
Khéng gian mau 70
Ki vong 88
Phép thit ngéu nhién 70 |
Phuong phap quy nap toan hoc 97
Phuong sai 39 |
Phuong trinh bac nhit déi véi sinx va cosx 35
Phuong trinh lugng gidc coban 19
Phuong trinh thuin nhat béc hai déi véi sinx va cos.x 37
Phuong trinh ti€p tuyén 187 |
Quy tac cong 52
Quy tac cong xdc suat 78
Quy tac nhéin 53
Quy tac nhéin xdc sut 81
S6 giacnabién sé 185
S6 gia ctia ham s6 185
S6 hang ctia ddy s6 101
S6 hang téng quét clia diy s6 103
Tam giac Pa-xcan 66
Tiép diém 187 |
Tiép tuyén 187
To hop 39 |
Van téc tite thoi 188
Vi phén 213,215 |
Xdc sudt chia bién c6 71
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MUC LUC

Trang
Chuong I. HAM SO LUONG GIAC VA PHUGNG TRINH LUONG GIAC
§1. Cac ham s6 lwong giac 4
§2. Phuong trinh lwong gidc co ban 19
§3. Mot s6 dang phuong trinh lvong gide don gian 33
Cau hoi va bai tap on tap chuong I 47
Chitong II. TO HOP VA XAC SUAT
A. T6 hop
§1. Hai quy tac dém co ban 51
§2. Hodn vi, chinh hop va t6 hop 56
$3. Nhi thitc Niu-ton 64
B. Xac suat
§4. Bién c6 va xac suét cua bién co 69
§5. Céc quy tac tinh xdc suat 78
§6. Bién ngdu nhién roi rac 86
Cau hoi va bai tap 6n tap chuong II 93
Chuong II1. DAY SO. CAP SO CONG VA CAP SO NHAN
$1. Phuong phap quy nap toan hoc 97
§2. Day s6 101
§3. Cép s6 cong 109
§4. Cép s6 nhan 115
Cau hoi va bai tap 6n tap chuong III 122
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Chuong IV . GIGI HAN
A. Giéi han cua day so

§1. Day s6 c6 gidi han 0

§2. Day s6 c¢6 gidi han hitu han

§3. Diy s6 c6 gidi han vo cuc

B. Gié6i han cua ham s6. Ham s6 lién tuc

§4. Dinh nghia va mot sé dinh 11 vé gi&i han clia ham s6

$3. Gi6i han mot bén

§6. Mot vai quy tac tim gidi han vé cuc
§7. Cac dang v6 dinh

§8. Ham s6 lién tuc

Cau hoi va bai tap 6n tap chuong IV

ChuongV . PAO HAM

§1. Khai niém dao ham

§2. C4c quy tac tinh dao him

§3. Dao ham cta cic ham s6 luong giac
$4. Vi phan

§5. Pao ham cép cao

Cau hoi va bai tap 6n tap chuong V
Cau hoi va bai tap 6n tap cuéi nam
Huéng dan giai, dap s6 cac bai tap

Bang tra citu thuat ngtr
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127
130
138

145
155
160
163
168
177

184
196
206
213
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Chiu trach nhiém xudt ban

Chiu trach nhiém néi dung :

Bién tap lan dau :

Bién tdp tat ban -

Bién tap ki, mi thudt :

Trinh bay bia va minh hoa :

S ban in

Ché ban -

Chn tich Héi dong Thanh vién NGUYEN PUC THAI
Téng Giam déc HOANG LE BACH
Téng bién tap PHAN XUAN THANH

TRAN HUU NAM - HOANG XUAN VINH

PANG THI MINH THU

PINH THI XUAN DUNG - TRAN THANH HANG
NGUYEN BICH LA

HOANG VIET

CONG TY CP DICH VU XUAT BAN GIAO DUC HA NOI
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DAI SO VA GIAI TICH 11 - NANG cAO

Ma s6 : NH101T0

Insocesmmang cuén (QP ins6 : ........), kho 17 x 24 cm.
L5147 o' 81 s LT —— 'S 1 1415 4 AR
COSOIN: e, diachi ...............

S6 BDKXB : 01 - 2020/CXBIPH/747 - 869/GD
S6 QbXB : ... /QD-GD ngay ... thang ... nam ....

In xong va noép luu chiéu thang ... nam ...

M3 s6 ISBN : 978-604-0-19026-0
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